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I. LA MECCANICA DELL’URTO BINARIO ELASTICO

1.1 Meccanica dell’urto

Si abbia una particella di massa m e velocita vo (“proiettile”) che incide contro una particella
ferma di massa M (“bersaglio”), ove le velocita si intendono riferite al sistema di riferimento del

laboratorio (LAB).

Conviene analizzare prima il fenomeno nel sistema di riferimento del centro di massa (CM). In

primo luogo, la velocita del centro di massa stesso ¢ data da:
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Applicando quindi le trasformazioni di Galileo troviamo le velocita nel CM, e qui utilizzeremo

un apice per indicare “prima dell 'urto”:

m M
V'=v'-Vev =Vg — Ve =V — Vo = \Y
CM 0 CM 0 m+ M 0 m+ M 0
V':V'—VCMZO—VCMZO— m Vo =— m VO

m+ M 0 m+ M

Per comodita, chiameremo X la direzione di moto del proiettile. Quindi:

V'= M X
= V()X
m+ M

m N
V'=-— v X
m+M

Ora esaminiamo [’urto ELASTICO, vale a dire senza cambiamento dell ’energia totale. Diciamo 9

I’angolo di cui il proiettile viene deviato in seguito all’urto.

Applichiamo 1 principi di conservazione della quantita di moto (qdm) e dell’energia. La qdm
totale (la somma vettoriale delle qdm delle due particelle) nel CM prima dell’urto ¢ nulla (per

definizione di centro di massa); poiché non vi sono forze esterne, deve continuare ad essere nulla:
mV+MV =0

quindi occorre che le velocita delle due particelle dopo 'urto abbiano uguale direzione e verso

opposto, quindi per gli angoli in figura ® = 3, e che inoltre i loro moduli soddisfino la relazione

mV =MV
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L’energia totale, poiché non vi sono forze esterne (e quindi non vi ¢ lavoro esterno) e poiché
I’urto ¢ elastico (non dissipa e non produce energia) deve essere la stessa prima e dopo 1’urto:
mvZ MV?2 mvZ MV2

E = + =E' = +
Tot Tot

Calcoliamo rapidamente 1’energia totale prima dell’urto:

2 2 2 2 2

V' MV' M M
E‘T = o + 1 m V% V| V(z) - v Yo
0 2 2 2 m+ M m+ M m+M 2

Quindi abbiamo, in definitiva, un sistema di 2 equazioni nelle due incognite V ¢ V :
mV =MV

2 mM V(z)

m+ M

mV +MV2:

Risolvendolo si trova (lasciamo 1 passaggi come esercizio):

V= M Vo (notarecheé:V'!!!)
m+M
m
V= v e che questoe=V"' !
m+M 0 ( d )

In seguito ad un urto elastico (attenzione: visto dal CM!!) le due particelle cambiano direzione
MA NON CAMBIA IL MODULO delle loro velocita!, né quindi cambiano le rispettive energie.
Ora ritorniamo nel LAB. Rifacciamo le trasformazioni di Galileo in senso inverso € troviamo,

naturalmente:

V:V+VCM

Conviene esprimere tutto in termini delle componenti x ed y (riferendosi quindi al piano
determinato dalle due direzioni della velocita: prima e dopo 1’urto. L’asse x lo scegliamo sempre

lungo la direzione della velocita prima dell’urto, e I’asse y si sceglie di conseguenza):

Vem =Veu X
V=Vcos3x+Vsendy

V=-Vcos9x—-Vsendy
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Occupandoci ora solo del proiettile, troviamo quindi:

m
[V]x:VCOSS+VCM= VOCOSS+m+MV0ImV_fM(MCOSS-‘rm)
v|, =Vsen3= Yo Msen 9
[v]

m+M

Diciamo ora y I’angolo di scattering nel LAB: esso sara in generale diverso da 3.

Troviamo che esso € dato da:

[V]X Mcos3+m

cosy = > = =7 >
\/[V]X+[V]y \/M +2mMcos 3+ m

Utilizzeremo ampiamente anche le notazioni p, =cos3 e pg=cosy per indicare il coseno

dell’angolo S di deviazione (ovvero angolo di scattering) nel CM ed il corrispondente nel

sistema del LAB, per cui la relazione tra il coseno p, dell’angolo di scattering nel LAB ed il

coseno . dell’angolo di scattering nel CM diviene (VIE: Very Important Formula!)

Mpc +m
JYM? +2mMp +m’

Ho =

Calcoliamo I’energia dopo 1’urto posseduta dalla particella proiettile (sempre nel LAB, sappiamo

gia che nel CM ¢ uguale a quella prima dell’urto):

2
m m( v 2 2
E:?(V’Z‘JFVZ):?[mej [(Mcos8+m) +(Msen 9) ]

Ricordando che I’energia del proiettile prima dell’urto ¢ data da

m -
E'=—v
> 0
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troviamo in definitiva, dopo qualche semplice passaggio:

M? + 2mMcos 9 + m?

E=FE'
(m+M)2

Si vede pertanto che al variare di pg =cos3 tra 1 e —1, ’energia dopo 'urto varia tra E' ed

M-m 2
o=
M+m

Questa nel caso dei neutroni contro nuclei di numero di massa A diviene la ben nota “alfa ”,

o-E', dove

infatti, dividendo numeratore e denominatore per m (approssimando la massa atomica con mxA)
A-1Y
o=
A+1

1.2 Scattering isotropo nel centro di massa

Si fa spesso 'ipotesi che lo scattering sia isotropo nel CM. Cosa vuol dire isotropo? Dire che
“tutte le direzioni di deflessione sono equiprobabili” ¢ un po’ vago. Quantifichiamo questa

affermazione. Si immagini di individuare una sfera di raggio qualunque, diciamo R, centrata nel

punto di impatto: essa avra superficie 4nR 2. Dopo I’'impatto il proiettile assume una qualche
direzione, e se abbiamo individuato un’area AS sulla superficie sferica la direzione di uscita della
particella dopo I'urto potra attraversare o non attraversare tale area. A tale evento (attraversare
I’area) si puo attribuire una probabilita. Dire che tutte le direzioni di scattering sono equiprobabili
corrisponde a dire che prese due aree qualunque AS; e AS» sulla sfera, se queste hanno uguale
superficie allora hanno uguale probabilita di venire attraversate dalla direzione di uscita assunta

dal proiettile a seguito dello scattering. Poiché naturalmente 1’intera superficie della sfera (di area
47R?) ha probabilita 1 di venire attraversata, ecco che la probabilita P[AS] che una superficie di

area AS ha di venire attraversata ¢ semplicemente data da:

AS

PlAS]=—
4R
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Cioe, con la terminologia del calcolo delle probabilita: la probabilita ha densita uniforme sulla
superficie sferica. Vogliamo legare tutto questo all’angolo di scattering che gia conosciamo: per
fare cio, stabiliamo un sistema di coordinate sferiche avente centro nel punto di impatto (o, che ¢
lo stesso, nel centro di massa, poiché ¢ li che avviene I’impatto) e asse polare diretto lungo X,
vale a dire sempre la direzione iniziale di avvicinamento delle particelle, piu precisamente la

direzione del moto del proiettile.

Osserviamo che con questa scelta del sistema di riferimento e dei suoi parametri, la colatitudine 9
coincide con I’angolo di scattering nel CM.
Come si sa, un elemento di superficie elementare in coordinate sferiche con le variabili di figura

si esprime come:

dS=R?sen9d9de

Benché la direzione di uscita sia specificata da due angoli, la colatitudine 9 e 1’azimuth ¢, in
generale siamo interessati all’angolo di scattering (nel CM, ricordiamolo), che coincide con la
colatitudine come visto: non siamo interessati a precisare 1’azimuth ¢. Le quantita che ci

interessano, infatti, e cio¢ 1’energia e 1’angolo di scattering nel LAB, dipendono solo dall’angolo
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di scattering nel CM e non dall’azimuth. Possiamo allora integrare rispetto a ¢, vale a dire
considerare superfici elementari costituite da corone di calotta sferica: una tale superficie ¢ tutta
la porzione di superficie sferica corrispondente all’intervallo di colatitudine [9, S+d3]. L’area

dSc di tale elemento ¢ quindi data da:

dS¢ =2nR?%sen 9 d9

Possiamo ora calcolare con la formula vista poc’anzi la probabilita dell’evento “la direzione di
uscita attraversa tale elemento”, vale a dire la probabilita dell’evento “I’angolo di scattering ¢

compreso tra 9 ¢ 3+d9”:

dS. 2nR*sen 9 d9 _sen3d8  duc
4nR> 4nR* 2 2

P[dS.|=

ove W naturalmente varia tra—1 ed 1.

Il risultato appena trovato ¢ molto interessante, almeno per chi si ricorda la definizione di
probabilita uniforme su un intervallo: la densita di probabilita per il coseno dell’angolo di

scattering (nel CM) p. e uniforme sull’intervallo [-1, I]. Invece la densita di probabilita per

1’angolo di scattering 9 NON E uniforme sullintervallo [0, 7.
Ricapitolando: se lo scattering ¢ isotropo, allora porzioni della superficie sferica che hanno la
medesima area hanno la medesima probabilita di venire attraversate dalla direzione di uscita del

proiettile; come conseguenza, la distribuzione del coseno dell’angolo di scattering p. =cos9 (e

NON dell’angolo S stesso) ¢ uniforme sull’intervallo di definizione, che ¢ [-1,1], e la sua densita

di probabilita & f(u. )= % :

1.3 Coseno medio di scattering

Conoscendo la densita di probabilita possiamo facilmente calcolare il valore atteso, o0 medio che
dir si voglia: ¢ il cosiddetto coseno medio di scattering.

Cominciamo, come al solito dal CM:

1 1
1
()= [mcfluc)due = fuc duc =0
| |
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Il coseno medio di scattering nel CM ¢ zero (ricordiamo che ci stiamo sempre riferendo ad urto

isotropo nel CM). Possiamo calcolare I’analoga quantita nel LAB? Certo:

1 1
Mpe +m 1
o) = | e )x flue Mduc = x—dy
bl Il e jIJMzﬁum%rzmMuo 2°

Per calcolare questo integrale osserviamo dapprima che:

dx 2\/7
X a+bx
Ja+bx b

3
2x a+bx —i(a+bx)§

_[ xdx _
Ja+bx b 3b?

Pertanto, ponendo a = M? +m? e b=2mM , € naturalmente x = i, troviamo:

<H0>:ﬁ[\/(m+M)2 —\/(m—M)Z},

MLV BNy L [N vy (Y AV
2

m 6Mm

Come ben sappiamo, \/(m + M)2 = |m + M| . Ora, per il caso della somma non ci sono problemi
(infatti sia M che m sono definiti positivi) e |m + M| =m+ M. Diverso ¢ il caso della differenza:

consideriamo dapprima il caso M > m, per cui |m - M| =M-m.

(40) = 5y fm+ M= (M= m)]+ s Mot (M= m)] - [+ M) = (M-

2m 6Mm?

_m M 3mM’+m® 3m’+3M*-3M*-m’ _2m

"M m 3Mm? 3Mm?> 3M

In particolare se si considerano neutroni contro nuclei di massa atomica A, cio¢ nuclei per i quali

M . o . 2
— ~ A, siritrova il risultato classico: <p0> =—

m 3A°
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Considerando ora il caso m > M, per cui |m - M| =m - M, troviamo con analogo procedimento
(lasciamo come esercizio la derivazione):

M2
3m?

(o) =1~

Come mai questo risultato NON E simmetrico al precedente? Cioé non si ottiene semplicemente
scambiando m con M? Si lascia come esercizio anche la spiegazione fisica di questo fatto.

Si raccomanda di risolvere anche i1 problemi a fine capitolo.

1.4 Perdita media di energia

Riprendiamo I’espressione dell’energia dopo I'urto, che riscriveremo in funzione di A e p :

A% +1+2Ap,
(A+1)

1

Possiamo fare immediatamente due considerazioni:

% in primo luogo vediamo che I’energia finale E ¢ senz’altro compresa tra aE' ed E’, limiti che

corrispondono rispettivamente a i =-1 ed p. = +1

¢ poi, per dato E’ la dipendenza di E da p ¢ lineare, quindi per note proprieta, se la densita di
probabilita per p. ¢ uniforme su p. € [— 1, 1], altrettanto avviene per la densita di probabilita

per E sul corrispondente intervallo E € [aE', E']

Con queste premesse possiamo scrivere immediatamente la densita di probabilita per E:

— — Ee[aE,E]

0 altrimenti

Un’altra quantita che sara utile ¢ il valor medio della perdita di energia, o ancora meglio, il

1

DECREMENTO MEDIO LOGARITMICO &, vale a dire il valor medio di ln(fj . Calcoliamolo:

EY\ . (E 1 1% (E o (1
£ = <ln(fj> = | ln(fjfE (EME = EE_'JE }{EJ dE=1-—— ln(aj

—0o0
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E da osservare un fatto di notevole interesse: & non dipende da E’, cio¢ ha sempre lo stesso
valore (che dipende solo da a, cio¢ in definitiva da A) - qualunque sia I’energia posseduta dal

neutrone al momento dell’urto, ne perde sempre (mediamente, si intende) la stessa frazione.

Possiamo quindi calcolare il numero medio <N> di collisioni necessario perché un neutrone passi

dall’energia E, all’energia E,

-1

E chiaro che tale numero, per date E’ ed E dipende esclusivamente da o, quindi da A, cioé in
definitiva dal materiale attraverso cui i neutroni diffondono. Ad esempio, qual ¢ il numero medio
di collisioni necessarie per portare un neutrone dall’energia di 2 MeV (energia di fissione)

all’energia di 0,025 eV (energia termica)?

6
(N} = Lin 2210%) 182
£ 10025 ) ¢

Questo numero ¢ riportato nella seguente tabella per diversi materiali.

Tabella 1: Parametri di rallentamento

Elemento

H
D

‘He
Li
Be
C
0]

Vediamo che il miglior rallentatore ¢ 1’idrogeno, che ha il piu alto valore di & e quindi il minimo
valore di <Nth>. E chiaro perd che ¢ importante anche la sezione d’urto di scattering: un elemento
che avesse una sezione d’urto bassissima, anche in presenza di un ottimo & sarebbe un

moderatore poco efficace: ecco che quello che interessa, ai fini delle proprieta di rallentamento, ¢

il prodotto &%, di queste due quantita, detto potere di rallentamento. Inoltre quando si ¢
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interessati al bilancio neutronico (ad esempio nel progetto di un reattore) ci si deve domandare
anche se I’elemento considerato non abbia una sezione d’urto di assorbimento troppo elevata, e
quindi occorre in tal caso introdurre un’altra cifra di merito detta rapporto di moderazione, che si

esprime come &X /X, . Ambedue queste quantita sono utili: se interessa solo la capacita di

rallentare, ad esempio nel progetto di uno schermo — dove I’assorbimento ¢ addirittura un
vantaggio — ci riferiremo al potere di rallentamento; se viceversa occorre rispettare un bilancio
neutronico, come ¢ il caso nel progetto di un nocciolo, converra riferirsi al rapporto di
moderazione. Nella tabella che segue sono riportate queste quantitad per alcuni materiali (le

sommatorie si intendono estese agli elementi componenti).

Tabella 2: cifre di merito

Materiale

H,O

DO
“He (STP)

Be
Grafite

Si vede cosi che I’acqua leggera ha il piu alto potere di rallentamento (ottima per lo schermaggio)
mentre 1’acqua pesante ha di gran lunga il miglior rapporto di moderazione (la piu adatta quindi

ai reattorti).

Problemi da svolgere:

1. Se m=M, quanto vale <p0>?

2. Quanto vale <u0> se m <<< M? (cio¢ proiettile che incide su bersaglio infinitamente

massivo)

3. Quanto vale < p0> se M <<<m? (cio¢ proiettile che incide su bersaglio infinitamente leggero)
4. Qual ¢ il MASSIMO valore possibile di < [T > ?

5. Qual ¢ il MINIMO valore possibile di <u0 > ?

6. Giustificate con considerazioni fisiche i risultati trovati ai precedenti due problemi (n. 4 € 5)
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1.5 Le sezioni d’urto

Abbiamo parlato di sezioni d’urto, chiariamoci questo concetto.

Si consideri dunque I’esperimento seguente: una lastra di materiale avente densita atomica nota
N, spessore X sottile (preciseremo a breve cosa si intende con sottile) e area A, viene esposta ad
un fascio di neutroni di intensita I, espressa in neutroni per secondo per unita di area, che la

irradia uniformemente, come in figura:

=
YYYYYYYYYYYYY

In queste condizioni si osserva che il numero di interazioni che si verificano entro la lastra
nell’unita di tempo ¢ linearmente proporzionale all’intensita I (raddoppiando I’intensita raddoppia
il rateo di interazioni), alla densita atomica N (raddoppiando la densita atomica raddoppia il rateo
di interazioni), all’area A (raddoppiando I’area raddoppia il rateo di interazioni) e allo spessore X
(raddoppiando lo spessore raddoppia il rateo di interazioni), in formule il rateo R (interazioni al
secondo) ¢ dato da

R =cINAX

dove la costante di proporzionalita o ¢ detta sezione d’urto microscopica. Per calcolarla,
invertiamo 1’equazione:
R
oO=——
INAX
Ora, il prodotto NAX altro non ¢ che il numero totale di atomi presenti nella lastra, possiamo
quindi interpretare o come il rateo di interazioni per atomo, per unita di intensita del fascio

incidente.
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Facciamo un altro ragionamento: data I’intensita I, avremo che il prodotto IA da il numero di
neutroni per secondo che colpiscono la lastra, e come sappiamo GINAX sono le interazioni al

secondo. Facendo il rapporto fra queste due quantita:

cINAX _ S NAX
1A A
otteniamo il numero medio di interazioni per neutrone incidente. Se poi ricordiamo che NAX ¢
il numero di atomi complessivamente presente, possiamo affermare che la /A ¢ il numero di
interazioni per atomo per neutrone incidente, cio¢, da un altro punto di vista, la probabilita che
un neutrone incidente subisca un’interazione.
Piu in generale, possiamo definire una sezione d’urto per ogni tipo di interazione, ad esempio (di

interesse particolare per noi qui) la sezione d’urto di scattering, o, la sezione d’urto per la

cattura radiativa (n,y), G, 0 anche o, la sezione d’urto di fissione, G¢, e infine la sezione d’urto

di assorbimento &, che intende conglobare cattura e fissione.

Come regola generale, come si puo vedere ripetendo il procedimento gia delineato, in presenza di
piu processi la sezione d’urto totale o, si ottiene come somma di tutte le sezioni d’urto parziali.

Rinunciamo ora all’ipotesi di sottigliezza della nostra lastra, lasciando che abbia uno spessore S
significativo, e vediamo come evolve I’intensita del fascio man mano che questo attraversa il
materiale. E chiaro che man mano che si producono interazioni 1’intensitd dei neutroni che
proseguono incollisi diminuisce. Stabiliamo quindi una coordinata lungo la direzione di
attraversamento, x € [O, S]. Proviamo a valutare I(x), I’intensita in funzione della penetrazione
nella lastra. A questo scopo, cominciamo col vedere come cambia questa quantita tra x ed x+dx.
Scriviamo quindi che i1 neutroni uscenti da x+dx uguagliano quelli entrati in x meno quelli che

hanno interagito in dx
Al(x +dx) = Al(x ) - cINAdx
e semplificando A e riordinando:

I(x + dx)— I(x)

=—cIN
dx
ovvero, passando alle derivate:
i) __ 1(x)
dx
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Notiamo la presenza del prodotto No: ¢ una quantita che ricorre spesso, e le ¢ stato dato un

nome, sezione d urto macroscopica T quindi

2 =oN

e la soluzione per I, essendo 1, il valore dell’intensita all’ingresso nella lastra, ¢ data da
I(x) =1 exp{— > x}

Facciamo un’ultima considerazione, riscriviamo 1’equazione differenziale come segue:

- M =2dx
I(x)

Posto che I(x) ¢ lintensita del fascio sopravvissuto fino alla profondita x, e —dI(x) il numero
di neutroni (per unita di area) che viene rimosso entro dx, possiamo dire che il rapporto
nell’equazione qui sopra rappresenta la probabilita che un neutrone venga rimosso (cio¢
interagisca) entro il percorso dx, e pertanto X ¢ la probabilita di interazione per unita di percorso.
Come si vede, essa & espressa in cm™'. Ora vogliamo calcolare la distanza che mediamente un
neutrone percorre prima di essere rimosso, considerando uno spessore illimitato per la lastra. La
probabilita, che diremo p(x)dx, che un neutrone sia rimosso tra x ed x+dx e data dalla
probabilita congiunta che esso arrivi ad x senza interagire, € poi che in dx interagisca e venga
rimosso. [ due eventi sono indipendenti, quindi la probabilita congiunta ¢ data dal prodotto delle
due singole probabilita:

p(x)dx = @Z dx = e > Zdx
0

Detto ancora x il cammino percorso da un neutrone prima di essere rimosso, calcoliamo il valor

medio di questa quantita:

T 1
<x> = J.XG_ZXZdX ==
0 )
Questa quantita, indicata tradizionalmente con A, viene detta “libero cammino medio”.

Ora possiamo precisare cosa intendevamo con lastra “sottile”: lastra di spessore piccolo rispetto

al libero cammino medio A.
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1.6 11 flusso

Riprendiamo 1’equazione che fornisce il rateo di interazioni

R =cINAX =X[AX

se ricordiamo che AX ¢ il volume della lastra possiamo valutare il rateo di interazioni per unita di

volume:

R_ZIAX o
vV  AX

Quindi, se un fascio di intensita I viene diretto su un materiale sottile da luogo a XI interazioni
per unita di volume e di tempo. Proviamo a generalizzare questo concetto.

In primo luogo poniamoci all’interno di una lastra spessa, a profondita x: ivi avremo un’intensita
I(x) e conseguentemente un rateo di interazioni, per unita di volume e di tempo, pari a ZI(X).
Vediamo una situazione un po’ piu articolata. Si abbiano diversi fasci I; incidenti sul materiale
da diverse direzioni, che nell’intorno del punto di interesse, che continueremo a chiamare x,
abbiano valori di intensita noti: I;(x). In questo caso, poiché ogni fascio da luogo a XI;(x)
interazioni per unita di volume e di tempo, il rateo totale per unita di volume e di tempo sara dato

dalla somma di tutti questi contributi:

Ry = ZZIi(X): Zx Zli(x)

Ricordiamo che per un fascio di particelle aventi tutte la stessa velocita, cio¢ un fascio
monocromatico, 1’intensita si pud esprimere come prodotto della velocita (unica per tutte le
particelle) per la densita numerica delle particelle nel fascio. In formule, detta v la velocita

suddetta ed n il numero di particelle per unita di volume nel fascio, avremo

I=nv

Calando questo nella realta poc’anzi descritta, e considerando fasci monocromatici tutti con la

stessa velocita dei neutroni, possiamo riscrivere

R ot =ZXZVni(X)=ZVXZni(X)=ZV1’1tOt(X)

Possiamo, con un po’ di astrazione, pensare a un’infinita di fasci elementari provenienti da tutte

le direzioni e estendere quanto detto in maniera intuitiva.
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In ogni caso, la quantitd vn (x) ha un nome, viene detta flusso e indicato perlopiu con la lettera

greca @, quindi:

CD(X)= Vot (X)

Vedremo piu avanti il caso di neutroni polienergetici. Per ora diciamo ancora che il rateo di
interazioni per unitd di tempo e di volume viene abitualmente chiamato con termine inglese

Reaction Rate, ed ¢ dato, per quanto visto, dal prodotto
3 O(r,t)

(dove abbiamo sostituito x con la generica posizione r € abbiamo messo in evidenza la possibilita
che il fenomeno cambi nel tempo) e ci consente di valutare quante reazioni avvengono nel

volume dV intorno ad r nell’intervallo dt intorno al tempo t con la semplice formula
2 ®(r, t)dVdt
Osserviamo ancora qualcosa, rimaneggiando la definizione di flusso
®(r,t)dVdt = vn, (r,t)dVdt

Ma n(r,t)dV & il numero di neutroni nel volume dV, mentre vdt ¢ il percorso che ognuno di
quei neutroni compie nel tempo dt quindi ®(r,t)dVdt = vn,y (r,t)dVdt & la somma di tutte le
distanze percorsi nel tempo dt dai neutroni che al tempo t si trovano in dV. Dividendo per dV e dt

otteniamo un rateo:

CD(I‘, t) dVvdt _ (D(l', t)
dvdt

E dunque possiamo vedere il flusso (al punto r e al tempo t) come la somma dei percorsi dei
neutroni per unita di tempo e per unita di volume.

Lo studente potrebbe voler collegare logicamente questo fatto alla reaction rate.
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APPENDICE: BREVI RICHIAMI DI MATEMATICA

Al. Gli autovalori

Consideriamo I’ODE seguente:

dz‘P(x)
dx?

+a?¥(x)=0 ¥(0)=0, ¥(a)=0

Sappiamo di poter scrivere la soluzione generale come

¥(x)= Asenax + Bcosax
Proviamo ora ad introdurre le BC. Cominciamo da ¥(0)=0:
¥(0)= Asen0+Bcos0=B=0 = ‘¥(x)= Asenox
Vediamo ora ¥(a)=0
‘I’(a) = Asenaa =0

Dunque: [se aa = nmn|la condizione vale per qualunque A (e non ci serve quindi per determinare

quest’ultimo);

se invece 0.a # n7t|vi & un’unica determinazione, e cioé A = 0, che da pertanto la

soluzione

Questa soluzione ¢ perfettamente valida dal punto di vista matematico (risolve la ODE e soddisfa
le BC): spesso perd non ha interesse fisico. Ritorniamo al caso oa =nm: in questo caso, come
detto, non abbiamo modo di determinare A dalle BC date, quindi ci vorra una qualche altra

condizione. Comunque, la soluzione diviene:

‘I’(X) = Asen 2%
a

Dunque:
» per il problema dato esiste sempre la soluzione ‘I’(x) =0 (la cosiddetta “soluzione banale”);

» per particolari valori del parametro o esistono anche soluzioni non banali: i suddetti

particolari valori del parametro sono detti AUTOVALORI;

I-19



Prof. Ing. Domiziano Mostacci — Appunti di Trasporto di particelle e radiazioni

. . . nm .
» ad ogni autovalore corrisponde una soluzione: all’autovalore o, =— corrisponde la
a

. nmx . .
soluzione W, (x)= Aseno, x = Asen——. Tale soluzione ¢ detta AUTOFUNZIONE
a

corrispondente all’autovalore dato.

Un altro caso interessante ¢ quello in cui non si conosce a, bensi esso ¢ una costante da
determinare. In questo caso il discorso si ribalta: nel caso precedente occorreva vedere quanto
valeva o; se non corrispondeva a nessun autovalore allora 1’unica soluzione era la soluzione
banale; se corrispondeva ad un autovalore, allora la soluzione era 1’autofunzione corrispondente a
quell’autovalore. Nel presente caso (in cui a non ¢ dato, e quindi non so quanto vale e sono io a
doverlo determinare dalle BC) vedo che le BC mi dicono: a appartiene all’insieme degli
autovalori (un insieme numerabile nel caso in esame). Quale autovalore scelgo? A questo punto
osservo che:

» I’ODE ¢ lineare e omogenea, ¢ quindi una combinazione lineare di soluzioni ¢ ancora una

soluzione;
» ogni autofunzione ¢ una soluzione;

Quindi la soluzione piu generale ¢ la combinazione lineare di futte le autofunzioni:

nmnx

a

‘P(x) = z A sen
n=l

La famosa altra condizione che avevamo invocato per determinare A, in questo caso dovra

servire per determinare tutte le A, .

A2. Funzioni ortogonali

Si consideri un intervallo [a,b] (eventualmente infinito) ¢ si abbiano delle funzioni tutte definite

su tale intervallo. Si dice che le funzioni f (x) e g(x) sono ORTOGONALI sull’intervallo [a,b] se

dove con la linea sopra la funzione g(x) si intende il complesso coniugato. D’ora in poi

considereremo funzioni reali, che sono coniugate di se stesse, € non riporteremo piu la linea
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L’integrale in questione viene detto prodotto scalare e spesso scritto con la seguente notazione
< f(x)| g(x)>.

Naturalmente, posso avere un insieme di funzioni tutte ortogonali I’una all’altra, in tal caso si
parla di un SISTEMA DI FUNZIONI ORTOGONALI sull’intervallo [a,b].

Puo verificarsi il caso in cui, dato un sistema di funzioni ortogonali, non esista nessuna ulteriore
funzione che sia ortogonale sull’intervallo [a,b] a tutte le funzioni del sistema. In tal caso il
sistema si dice COMPLETO. E chiaro il perché: ¢ completo perché contiene tutte le funzioni
ortogonali tra di loro sull’intervallo considerato.

Puo darsi il caso in cui il prodotto scalare di una funzione con se stessa abbia come risultato 1, e
questo valga per tutte le funzioni del sistema: in tal caso si parla di sistema ORTONORMALE.
Naturalmente possiamo avere un sistema per cui valgano entrambe le ultime due proprieta:
questo sara quindi un SISTEMA ORTONORMALE COMPLETO.

Ricapitolando: sia dato un insieme 3 di funzioni f; (x) tutte di classe L, (cioé di quadrato

integrabile) sull’intervallo [a,b] (N.B.: non ci interessa il loro comportamento al di fuori

dell’intervallo di interesse). Allora possiamo scrivere la tabella seguente:

3 costituisce su [a,b] un sistema

b ORTOGONALE
<£,(x) [ £5(x)>= [£;(<)f;(x)dx =0 se i=j

a

ORTONORMALE

_ 1
=8

b ORTOGONALE COMPLETO

ORTONORMALE COMPLETO

Consideriamo ora un sistema ortonormale JI. Possiamo pensare di sviluppare una generica

funzione g(x) in serie delle funzioni di 3:

! 8; ¢ la delta di Kronecker, che vale 1 se i=j, 0 se i#j. E in un certo senso la versione discreta di quello che la delta

di dirac §(x) ¢ per il caso continuo.

I-21



Prof. Ing. Domiziano Mostacci — Appunti di Trasporto di particelle e radiazioni

g(x)= > ¢ifi(x)

fiGS

Per trovare le costanti c¢; possiamo pensare di fare il prodotto scalare di g(x) con la generica

~

funzione f; (x)e3

<g(x)1fj(x)>=< D iy (x) | £;(x)>= D c; < fi(x) | f5(x)>= D ¢;8; 5 =c;

fi IS fieﬁ fi IS
vale a dire che possiamo trovare facilissimamente le c; come prodotti scalari:
b
¢i =< g(x)|£; (x) >= [ g(x)f; (x)dx

a

basta saper fare I’integrale.

E se il sistema ¢ soltanto ortogonale? In tal caso troviamo

<g(x)1fj(x)>= D c; <fi(x)[ fj(x)>=c; < £;(x)| f;(x)>

fiGS

e quindi abbiamo

Vediamo un esempio: consideriamo I’intervallo [0,a] e le funzioni

nmx
f, (x)=sen——
a
E presto visto che sono ortogonali: infatti:
a
nmx  mnx a
'[sen—sen dx ==9%,
0 a a 2 7

Proviamo a sviluppare in serie di tali funzioni la funzione g(x) definita come segue (dove B ¢

una costante)
g(x) =B X e [O,a]

scriveremo quindi
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con le costanti ¢, date dalla relazione

0 per npari

£ ( 2B
Cp = <g(x)| :—Bj nnﬁdx =221 - cos(nn)]=
<f,(x)|f, nm 2B o
— per ndispari
nn
Troviamo infine la serie
2BS 1 (2n +1)mx
X)=— sen
g( ) T nzz‘i 2n+1 a
proviamo con la funzione
g(x) = senZﬂ X € [O,a]
a
Qui ¢ particolarmente facile. Infatti:
< g( 2% 2nx  nmx 2a
Cp = = jsen—sen—dx-——&zn =05,
<f ( ay a2 ’
Vale adire: ¢, =1, mentre ¢, =0 Vn#2.
Potete provare, per esercizio, a sviluppare la funzione g(x)
g(x) = cos X X e [O,a]
a
A3. La soluzione delle PDE per separazione di variabili
Si abbia una PDE, ad esempio
2 2
OMW(xy) _07¥(xy) | pe

o2 6y2

Come si sa, se il problema ¢ ben posto (= tutti i problemi fisici) il teorema di esistenza e unicita

mi assicura che la soluzione esiste ed ¢ unica: quindi se trovo in qualunque maniera una soluzione
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(che soddisfa PDE e BC) questa ¢, appunto, I’unica soluzione di cui sopra. Posso quindi sempre

tentare di risolvere la PDE con la posizione seguente:
P(x,y)=X(x)x Y(y)

Introduco questa relazione nella PDE iniziale, e trovo

o*Y(y)
=X
ox 2 (X) 8y2

e dividendo ancora tutto per ¥(x,y)= X(x)x Y(y) trovo

Ora mi ritrovo con un’equazione in cui

» il primo membro dipende al piu da x (non puo dipendere da y)

» viceversa il secondo membro dipende al piu da y (e non puo dipendere da x)

» 1 due membri pero devono essere uguali (€, appunto, un’equazione)

L’unico modo di rispettare queste tre condizioni ¢ che il valore comune dei due membri non

dipenda né da x né da y, cio¢ sia un costante, diciamo C

Questa costante ¢ detta costante di separazione. Non ne conosciamo il valore, perd sappiamo che

¢ costante, e possiamo quindi risolvere le 2 ODE che conseguono:

1 82X(X)_
O
1 82X(X)_
O

Sperabilmente le BC ci consentiranno poi di determinare C in una qualche maniera.
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A4. Sviluppo in serie di autofunzioni singolari

Cosa succede se l’equazione non ¢ omogenea, bensi contiene un termine noto? Vediamo

I’equazione seguente:

o°¥(x,y) 0*¥(x,y)
= +f(x,
- " (x,y)

Se applichiamo il procedimento visto sopra otteniamo quanto segue:

1 82X(X): 1 62Y(y)+ f(x,y)
X(x) ax*  Y(y) oy*  X(x)Y(y)

e il procedimento si ferma. In questo caso si procede come segue:

1. sirisolve (col procedimento visto al punto A3) I’omogenea associata, vale a dire

O*¥(x,y) _*¥(x,y)

ox2 oy?

e si determinano cosi le autofunzioni della variabile con le opportune BC spaziali (BC

omogenee), ad esempio sia questa la x: troviamo le X;(x) con i relativi autovalori p; ;

2. si sviluppa la funzione incognita in serie di queste autofunzioni, con coefficienti dipendenti

perd dalla variabile taciuta, sia in questo caso la y:
P(xy)= D Ai(y)X(x)

3. siinserisce tale sviluppo nell’equazione differenziale data, ottenendo

T B2, (A, (y):zi%xi(x)u(x,y)

4. Si sviluppa anche il termine noto in serie delle autofunzioni singolari

f(x.y)= 2. fi(y)X;(x)

5. Infine riordinando il tutto si ottiene:

azAi(Y)+ 2 4 () =-S" £()X. (x
zi{ A0 Al(y>}xl< oS )
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e per le note regole di uguaglianza (occorre uguagliare i coefficienti delle autofunzioni

omologhe):

82A12(Y) +B A, (y)=—fi(y)

. si utilizzano le BC applicandole allo sviluppo in serie di ¥, ad esempio: se avessimo una BC

del tipo ¥(x,0)= g(x) allora svilupperemmo in serie anche g(x) e porremmo:
W(x,0)= 2 Ai(0)Xi(x)= 22 X (x)
da cui le BC per le ODE per le A.(y)

Ai(0)=g;

. infine risolviamo il sistema di ODE, per tutte le i:

82A12(Y) +BZ A (y)=—-£:(y) Ai(0)=g;

e concludiamo ricostruendo la funzione incognita inserendo i valori delle A;(y) nello

sviluppo in serie.

I-26



Prof. Ing. Domiziano Mostacci — Appunti di Trasporto di particelle e radiazioni

II - L’EQUAZIONE INTEGRALE DEL TRASPORTO

PER NEUTRONI MONOENERGETICI

I1.1 Derivazione dell’Equazione integrale

Si abbia un mezzo non moltiplicante (cio¢ che non produce neutroni da fissione), che sia
isotropo, omogeneo, infinito e costituito da nuclei pesanti, in cui ad un certo istante siano presenti
neutroni di una singola energia. Il mezzo abbia sezione d’urto macroscopica totale data dalla
somma di una sezione d’urto di scattering elastico (considereremo energie per cui lo scattering ¢
solo elastico: 1 eV + 2 MeV) ed una di assorbimento, con esclusione di ogni altro tipo di

interazione: X =X, + X . Per le ipotesi fatte di scattering elastico contro nuclei pesanti, sappiamo

che 1 neutroni mantengono sostanzialmente invariata la loro energia, limitandosi a cambiare
direzione del moto. Potremo allora considerare una situazione altamente idealizzata ma con un
fondo di verita: neutroni sempre tutti di una sola energia, detti appunto neutroni monoenergetici.
Questo problema risulta molto piu agevole da trattare del caso polienergetico di cui ci
occuperemo piu avanti, ma ¢ utilissimo per familiarizzarsi con le metodiche della teoria del
trasporto.

Riprendiamo in esame le sezioni d’urto: esse saranno indipendenti dalla posizione nel mezzo
diffondente (in quanto questo ¢ stato preso omogeneo) e dalla direzione del moto dei neutroni (il
mezzo ¢ stato scelto isotropo), né dipenderanno dall’energia dei neutroni: infatti vi ¢ un’unica
energia presente. Considereremo infine lo scattering isotropo nel sistema del centro di massa (che
¢ la realta per i neutroni nell’intervallo di energie che consideriamo): poiché i nuclei sono
“pesanti”, il centro di massa in ogni collisione coincide praticamente col nucleo, che ¢ fermo nel
sistema del laboratorio. Questo ci permette di considerare lo scattering isotropo nel sistema del
laboratorio.

Ora, facciamo riferimento alla figura seguente, in cui abbiamo individuato 2 volumi elementari:
uno intorno al punto X in cui vogliamo calcolare il flusso, ed uno intorno ad un generico punto
x'. Il secondo ¢, come si vede, il solito volumetto elementare cubico d;X'= dxdydz, mentre per il
primo ¢ stata scelta una forma particolarmente comoda: un cilindretto con 1’asse lungo la
direzione X'-X, avente area di base d,a ed altezza dh =v-dt, ove v ¢ la velocita (in modulo)
unica di tutti i neutroni.

Consideriamo il flusso incognito ®(X,t) che vogliamo determinare. Preliminarmente, ricordiamo

che il flusso rappresenta la somma dei cammini percorsi nell’unita di tempo dai neutroni
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contenuti nell’unita di volume, quindi nel caso presente possiamo definire il prodotto

®(X,t)-dya-dh-dt come la somma dei cammini percorsi nel tempo dt dai neutroni che

all’istante t si trovano nel volumetto elementare.
Possiamo anche scegliere un modo diverso di ragionare sul problema: sappiamo che, essendo i

neutroni monoenergetici, cio¢ avendo tutti velocitd di modulo v, la relazione tra densita

particellare n(X,t) e flusso ¢ semplicissima:
D(X,t)=v-n(xX,t)

pertanto possiamo scrivere il numero di neutroni che al tempo t si trovano nel volumetto

elementare come:

dN:lqa(i,t)-dza-dh
\"

AZ

d,a d;x'

dh o -
“ - T=X'X
| _—
X

<!

X

P—

<!

Consideriamo ora i neutroni che subiscono uno scattering nel punto X' al tempo t’. Quale sara il
loro numero per unita di tempo e di volume? come noto questo numero ci ¢ dato dalla Reaction

Rate ovvero dal prodotto tra flusso e sezione d’urto X -®(X',t'). Quindi il numero di neutroni

dN'; che subiscono scattering nel volumetto d;X' nell’intervallo di tempo [t’, t’+dt] si calcola

N

semplicemente come:
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dN', =3 - D(X',t')-d;X"dt

Ora, nell’ipotesi di scattering isotropo nel laboratorio, questi neutroni avranno direzioni
distribuite uniformemente sull’angolo solido 4m: quanti si dirigeranno verso il punto X? O per

meglio dire, quanti (se non subiscono interazione lungo il percorso) attraverseranno 1’areola d,a ?

Come al solito occorre fare il rapporto tra tale area e quella della sfera di raggio pari alla distanza

|i'—i , vale a dire che si dirigera verso 1’areola d,a una frazione data da

d,a d,a
frac, = 2 = 22

anR-x*  4nr

Un’altra domanda che dobbiamo porci ¢: quando arrivano ad attraversare 1’areola? Se partono al

tempo t’, arriveranno ad un tempo t” dato dalla somma del tempo t” e del tempo di volo:

x|
t"=t'+
v
Giriamo la domanda: se vogliamo che attraversino I’areola al tempo t, a che tempo devono

partire? Basta girare la formula precedente ponendo t”=t:

e
=t =t——
\ \

Infine, abbiamo precisato se non subiscono interazione lungo il percorso. Qual ¢ la probabilita
che questo si verifichi? O che ¢ lo stesso, quale frazione dei neutroni partiti al tempo giusto e con

la direzione giusta riesce ad arrivare? Questa frazione ¢ data semplicemente da:
frac, = exp[— ) -|i'—i|] = exp[— ) -r]

Se ora mettiamo insieme tutte queste informazioni possiamo esprimere il numero di neutroni che

attraversano 1’areola d,a nell’intervallo di tempo [t, t+dt] in conseguenza di uno scattering subito

nel volumetto d;X':

|§'_§| dya

4nfx'—x|’

%, -CD(X', t— J dyx"dt - exp[- = -[x'—x]]-

A%
Colleghiamo ora il contributo di questi neutroni al flusso in X. Possiamo vedere il problema da
due diversi punti di vista:

I - come ben sappiamo, in presenza di un fascio monodirezionale il flusso ¢ pari al numero di

neutroni che attraversano 1’unita di superficie nell’unita di tempo: poiché 1 neutroni considerati
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sono monodirezionali (a meno di infinitesimi) essi danno luogo ad un flusso (vale a dire un

contributo al flusso totale)

ZS-CD(X',‘[—R'__U d;X"dt- exp[ x- |x x|] dia
v 4n| |

d,a-dt

_5 -d)[i' |x X|J exp[—Z |x x|]
i v 47'C|X X|

IT — Scegliendo un altro punto di vista, quanti sono i cammini percorsi nell’unita di tempo dai

neutroni che al tempo t giungono ad attraversare I’areola d,a ? I neutroni che entrano dall’areola

d,a escono dalla parte opposta dopo un tempo pari a

d_h:V-dt:dt
\%

A\

quindi fanno parte dei “neutroni contenuti nel volumetto elementare” per un tempo dt. Durante

questo tempo ognuno di essi percorre un cammino v-dt, e contribuisce quindi con tale quantita
al totale dei cammini percorsi di cui sopra. Pertanto la somma dei percorsi compiuti dai neutroni

che arrivano sull’areola d,a provenienti da d;X' quando si trovano dentro al volumetto
d;x =dj,a-dh =d,a-v-dt ¢ pari al numero dei neutroni moltiplicato per il percorso (uguale per

tutti) che ognuno di essi compie nel tempo dt di permanenza dentro al volumetto:

Zs-d)[i' —u] d;x"dt- exp[—Z |x x|] x[v-dt]

I" ‘I
Poiché¢ il flusso ¢ la somma dei percorsi per unita di tempo e unita di volume, dividiamo per il

volume ed il tempo considerati:

Z‘,S-CI)[X',t—Iiy |J d;x"dt- exp[ 2. |x X|] — x[v-dt]
v 4 |X x|

[dya-v-dt]xdt

:ZS-Q{X, |x x|j exp[ > |X x|] A%
v 47'C|X |
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come nel caso precedente. Non resta ora che sommare tutti i contributi possibili, cio¢ integrare su

tutti 1 volumetti elementari d;X', per trovare il flusso totale:

;. ,q{i,’t _ Ii'—ilj, expl-2-fe x|
v 4n|x'—x|

o(x,t)= |

Spazio

Possiamo riscrivere questa equazione adottando la pitt comoda notazione con T in sostituzione di

X'-X (e quindi d;t = d;X') che adotteremo d’ora in poi

Questa ¢ un’equazione integrale, in cui il flusso ¢ la funzione incognita. Viene generalmente detta

EQUAZIONE INTEGRALE DEL TRASPORTO.

I1.2 Generalizzazione dell’equazione integrale

Vediamo ora due generalizzazioni. In primo luogo esaminiamo il caso in cui sia presente una
sorgente di neutroni isotropa (isotropa come al solito significa che i neutroni vengono emessi con

uguale probabilita in tutte le direzioni) e monoenergetica Q(i,t). In tal caso dobbiamo
considerare il contributo di quei neutroni che, emessi dalla sorgente in d;r, giungono

direttamente ad attraversare d,a senza nessuna interazione intermedia. Questi sono detti

NEUTRONI DI PRIMO VOLO, ed il flusso che generano ¢ detto FLUSSO DI PRIMO VOLO, od anche
FLUSSO VERGINE.

Con procedimento del tutto analogo al precedente troviamo che il contributo dovuto a dsr ¢

Questo va quindi sommato al precedente ottenendo:

q)(i,t)=jspazio{zs ~<D(i+f,t—£j+Q(i+f,t—£j]£zz'r]~d3f

\% \Y% 4rr
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La seconda generalizzazione facile da introdurre ¢ il caso in cui il mezzo non sia omogeneo,
bensi le sue proprieta varino con la posizione - cio¢, le sezioni d’urto sono funzione di X:
Z(i) =2, (i)"f' Zg (i)

In tal caso la semplice esponenziale si complica un po’, ed il termine di attenuazione diviene:
1
exp| — J.Z(iJr &f)rdc‘3
0

ed infine I’equazione piu generale assume la forma:

1
exp —J.Z(i+ éf)rdc“;
[zs(mgf)-q)[i+f,t—£j+Q(i+f,t—£ﬂ- o -y
\'% \'%

4nr

o(x,t)= |

Spazio

I1.3 Approssimazione dell’Equazione integrale con una PDE

Vogliamo ora introdurre un’approssimazione che si rivelera molto utile. Si consideri nuovamente

I’equazione integrale, che riscriviamo

ricordando che essa ¢ valida nel caso di
» neutroni monoenergetici con
» scattering isotropo nel sistema del laboratorio in

» mezzo omogeneo, isotropo, infinito, non moltiplicante

Sottolineiamo poi che I’integrazione ¢ sulla variabile 1. Possiamo sviluppare la funzione

., 1. L : . . r e : .
q)[x + r,t——j in serie di McLaurin negli incrementi T ed — delle variabili X e t: prima pero
v v

stabiliamo il solito sistema di coordinate sferiche con asse polare parallelo alla direzione z ¢

centro nel punto X, vale a dire per r=0.

In tal caso, le 3 componenti di 1 nelle direzioni dei “vecchi assi” X, ¥ e Z si possono scrivere®:

* NOTA BENE: riserviamo qui le lettere x, y e z per le 3 componenti di X.

I1-6



Prof. Ing. Domiziano Mostacci — Appunti di Trasporto di particelle e radiazioni

I, =rsen3cos@

r, =rsendsen ¢

r, =rcosd

Possiamo ora scrivere per lo sviluppo:

®(§+f’t_£j:q)(i’t)J{aCD(i,t)r +8<D(§,t)r +8<D(§,t)r OCD(X,t)r}F

A% ox oy 7 oz ¢ ot v

2
s rxiﬂ iHZi_iﬁ DX, t)+.......
20 *ox Yoy 0z Vot

ovvero, con notazione piu compatta:

0 n
CD(§+f,t—£j:CD(§,t)+ Zl[rxiﬂ 9 r ﬁ_iﬁ} (X, t)
v “n

Ricordiamo che lo sviluppo in serie di McLaurin contiene infiniti termini, ed ¢ esatto nella misura
in cui si tiene conto di tutti i termini. Questo ¢ in genere impossibile. Un’approssimazione che si
puo tipicamente fare consiste nel troncare questo sviluppo ad un certo ordine, per esempio

tenendo i termini fino ad n = 4 o 57 o quant’altro, e scartando i rimanenti. Nel caso presente

troncheremo al termine n = 2. Scriviamolo quindi, introducendo 1 valori di r,, 1, ed r, calcolati

poc’anzi per il caso in esame:

@[i+f,t—£j:®(i,t)+r senScosq)i+senSSen(pi+cosSg—lg D(X,t)+
v ox oy 0z vot

r’ 2 ) & 2 ) & 240
+—|sen” 3cos” p—=+sen” Isen” @——+cos” 3 —+
2 ox2 oy’ oz”
2 2 2
+2sen2856n(pcosq> +2sen3cosJcos @ +2sen 3 cosJIsen @ —
0x0z 0yoz
2 2 2 2
—ZSenSCOS(pl 0 —2sen8sen(pla——2005818—+La— D(X,t)+....
v OxOt v Oyot v 0zot  vZ ot
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o . _ ., T . . .
Non resta che inserire questa espressione per ®(x+r,t——j nell’integrale. Prima pero
v

osserviamo che in coordinate sferiche

o2

le ..dsT - IJ I r’drsen 9d9d¢
000
Consideriamo separatamente i1 termini di ordine 0, 1 e 2, che chiameremo Iy, I; ed I, riservandoci
di sommarli alla fine (I’integrale di una somma ¢ pari alla somma degli integrali dei singoli

addendi, come si sa). Cominciamo coll’integrare il termine ordine n = 0:

R exp[ z- r] R exp[—Z-r]
Iy —II IZ - (X zdrsenSde@:II IZ -OD(X,t)- —+—=—.drsen 9d9de
000 4nr? 200 4m

Poiché q)(i,t) non dipende dalle variabili di integrazione, puo essere portato fuori dall’integrale,

insieme a tutte le altre quantita costanti. Troviamo

2n ©

Ip =2, - DX, t)- 1 exp[—Z 1] drsen 9d9de = I - O(X, t)j exp[-Z-r]-dr= % -O(X, t)
0

4n

S — 8
O — 3

0
Prima di esaminare i termini successivi, notiamo alcuni integrali che saranno utili:

T +1 i b
jcosSsenSdSz J-uduzo; jCOSZSSenSd\‘}:%; jsenzS}senSdS:%
0 -1 0 0

Vediamo quindi i termini successivi, ricordando sempre che le derivate sono calcolate per r =0,

cio¢ in (i,t): pertanto NON DIPENDONO dalle variabili di integrazione r, 9, @ ed escono sempre

tutte dagli integrali. Il termine n = 1, chiamiamolo I;, porge:

n27n

[[=® —jr exp Xr drxj J-SGIISCOS([) sen 3d9do +
00

n2n

+® —J-r exp X-r drxj IsenSsen(p sen 9d3do +
00

m27n

+® —jr exp X-r drxj IcosS sen 3d3do -

]

m27n

Ié—_1| -® ——jr exp Xr drxJ- jsenSdecp
00
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In primo luogo, possiamo eseguire immediatamente 1’integrazione su r, trovando

1
cexpl-2-rl-dr = —
!;r exp[-2-r]-dr 5

Peraltro, solo gli integrandi dei termini 1 e 2 dipendono da ¢, e precisamente tramite 1 termini
cos@ € sen @ rispettivamente. Pertanto 1’integrazione su ¢ da risultato nullo nei termini 1 e 2 e

risultato 27 nei termini 3 e 4. Rimaniamo quindi con:

11:

1
205 2! 222 IsenSdS
Il primo dei due integrali su 9 si annulla, come visto sopra, il secondo ha come risultato 2,
pertanto

Z 8CD
22 ot

Analizziamo ora il termine per n = 2:

|

+2sen” 9 senpcos®,, +2senJcoscos®d,, +2senJcosIsenody, —

2

1
f{senz 9cos? D, +sen” 9sen’ ¢ O,y + cos® 9 D, +—
0

S 33

I, Dy +

V2

)
—2sen8005(plcbxt—2sen85en(plq)yt—ZCOSSLCI)Zt}senSde(p xéj.r—-exp[—il-r]-dr
\% \% \% 4n0 2

L’integrale su r ¢ immediato:
Tr—-exp[—z -r]-dr L
0 2 2’

Nell’integrazione su ¢ 1 termini sen@, cos® e sen@cos¢ danno risultato nullo, i termini

sen’ Qe cos’ ¢ danno risultato 7, ed i termini indipendenti da ¢ danno risultato 2m:

>
I, = ——3nJ.[sen28CD +sen28CD +2cos® 9 @, |sen9d9 +
a7 ¥ 0
o T
% %i2n1005856n8d8+Z—&LZRJ‘senSdS
4n v 33 0 41t 2 33 0
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Ora si eseguano le integrazioni su9: ricordando gli integrali calcolati in precedenza, si trova
subito:

]+ 2 CIDtt

[ =21 oy o, 0, .
A%

3

Raccogliamo ora tutti i termini, ottenendo:

2 8CD 2
VZZ at

_ h) _ z, ©
ofx.1)= 2 0l5,0)- ooy 0,1 5 0

v2

Trascurando quindi i termini per n superiore a 2, ¢ mantenendo solo i termini di ordine piu basso
tra quelli calcolati (vale a dire i termini con le derivate di secondo ordine relativamente allo
spazio, e trascurando la derivata seconda rispetto al tempo nei confronti della derivata semplice)

otteniamo il risultato definitivo cercato:

z, 00 zs
V20(X,t
v22 ot 32 (9

CD(i,t):%-CD(i,t)

Conviene riordinare un po’:

100 _ ivzcb(i,t)m (1 —EJ-cD(i,t)
v ot 3% )

S

Od anche, risolvendo la parentesi tonda (ricordando che £ -X =X ),

lagziv q)(

)
t)—->22 . p(x
v ot 3% Y ) (1)

N

L’equazione appena trovata ¢ perlopiu utilizzata in situazioni per cui X, << X, per le quali

X = X, per cui I’equazione diviene:
——=—V0(X,t)-Z,D(x,t)

Questa ¢ la ben nota EQUAZIONE DI DIFFUSIONE.
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II1. LA CORRENTE DI PARTICELLE

II1.1 definizione di corrente

Si consideri un fascio di particelle aventi tutte la stessa velocita v, e si consideri una superficie dS
nel percorso del fascio. Esaminiamo separatamente due casi:
1) la superficie ¢ perpendicolare al fascio, cio¢ la sua normale n ha la direzione di v;

2) la superficie non ¢ perpendicolare al fascio, bensi la sua normale forma con v un angolo f3.

I - Vediamo il primo caso, rappresentato nella figura seguente. Scegliamo la superficie
rettangolare, per comodita, e costruiamo su di essa il parallelepipedo rettangolo avente base dS

ed altezza v-dt

ds

!

|

=]
YYYYYYYYYYYYY

Detta N la densita di particelle per unita di volume, le particelle contenute nel parallelepipedo
sono N-dS-v-dt. E chiaro che queste sono tutte e sole le particelle che nell’intervallo di tempo
dt attraversano la superficie dS. Domandiamoci: quante particelle attraversano dS per unita di
tempo e per unita di superficie? Facile:

N-dS-v-dt _N.v
dS-dt

Notiamo subito che questa quantita coincide col flusso nel presente caso di neutroni

monoenergetici ed unidirezionali.
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IT — Secondo caso. Costruiamo adesso il parallelepipedo (non piu rettangolo) avente base dS e

spigoli lunghi v-dt paralleli a v:

v dt ds
S~ W -
N [N .
- RGN :

o o\ v .
Vo o= il
\\ \\‘ \\ \\f >
—\ >

S0 N .

N \\ >

N N ::

Il volume di tale solido ¢ dS-v-dt-cosP, e pertanto le particelle contenute nel volume sono
N-dS-v-dt-cosB. Anche in questo caso, sono tutte e sole le particelle che attraversano dS nel
tempo dt. Ancora una volta calcoliamo le particelle che attraversano dS per unita di tempo e per

unita di superficie:

N-dS-v-dt-cosp
ds-dt

=N-v-cosf

Come ricordato N-v coincide col flusso @, quindi per questa geometria possiamo dire che la
quantita qui sopra ¢ pari al prodotto del flusso per il coseno dell’angolo tra v e la normale alla
superficie.

Notiamo ancora che possiamo esprimere ambedue 1 risultati ottenuti nel modo seguente:

il numero di particelle che attraversano la superficie, per unita di area e di tempo, ¢ pari a al

prodotto scalare della quantita vettoriale N - v per la normale n alla superficie.
(N . V) o

Generalizziamo questo concetto definendo la densita di corrente di particelle (o corrente di
particelle): la densita di corrente di particelle ¢ quel vettore tale che, moltiplicato scalarmente per
la normale ad una superficie in un punto, da il numero di particelle per unita di tempo e di area

che attraversano la superficie nell’intorno di tale punto. Indicheremo questo vettore con J (i),

ove I’argomento mette in evidenza che in linea generale si tratta di una quantita variabile con la

I11-2



Prof. Ing. Domiziano Mostacci — Appunti di Trasporto di particelle e radiazioni

posizione. E chiaro che, trattandosi di somma (o integrale che sia) vettoriale il numero sara un
numero netto di neutroni: quelli che attraversano nella direzione considerata meno quelli che

attraversano nella direzione opposta.

II1.2 11 caso dei neutroni

Veniamo al caso di nostro primario interesse: i neutroni, € consideriamo neutroni aventi tutti
velocita di modulo v ma direzione qualunque. Vogliamo calcolare J; possiamo senz’altro

calcolare le 3 componenti J,,J, e J, e poi comporre il vettore J: procederemo in questo modo

che ¢ molto pratico. Poiché come sappiamo J, =J«Z, per la definizione che abbiamo data di J,
J Z(i) rappresenta il numero di neutroni che attraversa in X una superficie avente normale diretta
come Z, per unita di area e di tempo. Consideriamo una situazione geometrica analoga a quella
vista per il calcolo del flusso: consideriamo ora una superficie elementare dS, avente normale

orientata nella direzione Z, centrata nel punto di coordinate X il tutto all’istante t. Come allora,
indichiamo con X+T un punto generico dello spazio, in cui individuiamo un volumetto

elementare d5r , come in figura:

AZ

=]
-

dS

z

>

I11-3



Prof. Ing. Domiziano Mostacci — Appunti di Trasporto di particelle e radiazioni

Consideriamo 1 neutroni che avendo subito I’ultimo scattering all’istante t—— nel volume
\%

elementare d;r ubicato in X +T, colpiscono all’istante t la superficie elementare dS, : quale sara
il numero di tali neutroni che attraversano dS, per unita di area e di tempo? Poiché i neutroni che

stiamo considerando provengono tutti da una determinata direzione, equivalgono ad un fascio
collimato e possiamo quindi applicare quanto gia sappiamo: la quantita cercata ¢ data dal

prodotto del flusso per il coseno dell’angolo tra v e la normale a dS,. Ma il flusso dovuto ai

neutroni scatterati in dsr lo conosciamo dal capitolo precedente, esso ¢ dato da:

— — r : _
ZS-CD(X+r,t——J-—2-d3I‘

ci resta ancora da trovare il coseno di cui sopra. Facciamo un disegno molto schematico

(un’aggiunta al precedente):
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A questo punto, cosi come gia fatto per il caso del flusso al capitolo precedente, occorre integrare

su tutti i possibili volumi elementari, cio¢ su tutto lo spazio:

II1.3 Approssimazione dell’Equazione integrale con una PDE

Si potrebbe ora ripetere il procedimento per le altre due direzioni, ma prima vogliamo introdurre

. . . . . I A .
una semplificazione analoga a quella introdotta per il flusso: si sviluppa d)(x + r,t——j in serie
v

di McLaurin e si tronca al termine di ordine 2, dopodiché si esegue I’integrale. Ricordiamo dal

capitolo precedente lo sviluppo in serie del flusso:

0 n
CD[§+f,t—£j:CD(i,t) zl{r 99 3—33} D(x,t)

v —n! T ox y&y “0z vot

Ci fermeremo nuovamente ad n =2, facendo in piu I’ipotesi di poter trascurare le derivate miste.

Beninteso anche qui valgono le relazioni

I, =rsenJcose

r, =rsenJsen @

y
1, =rcosd
Analizziamo il termine per n =0
Z o 2T
Iy jj J.CD X,t)-exp[- 2 -rldrcos 9sen 9d9de =
T000
¥ o0 n2n
=S D(x,t )J- exp[-Z - rldr- '[ Icos 9sen 9d9dep =0
4m 0 00

Si annulla poiché si annulla I’integrale su 3, come gia sappiamo. Il termine n =1 porge:

n27n

I; :—i—;jr-exp[—Z-r]-drx {‘ij jsenScoscp-cosSsenSde(p+
0

n2n
+®yjIsenSsencp-cosSsenSde(p+
00
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n27n

+®ZJICOSS-COSSSen8de@—
00

n2n

—EJ J.COSS senSde(p}
00

L’integrale su ¢ nei termini 1 e 2 si annulla, nei termini 3 € 4 da 2x. Inoltre:

N >
S |r-exp[-2-r]-dr=28
S E|)- 22
rimaniamo dunque con
T q) T
I =——5 Icosz8-sen9d8——tj'cos$)sen8d8
I v

Dei due integrali su 3, il primo vale %, il secondo ¢ nullo, quindi:

z:S
352

11:—

Il termine n = 2 a sua volta da:
- {

T, frl
—2sen8c0scplCI)xt —2senSSen(plCDyt}cosSsenSde(p x—SIL-exp[—Z-r]-dr
v \% 4n0 2

2
f{sen 9cos? dDXX+sen 9sen? ¢ D,y +cos” 9 D, +— ! (OJAES 2c0581®zt+
0 v? v

S —3a

+2sen’ 9 sencos®,, +2senJcosIcos Dy, +2senJcosIsenody,

Solo 1 primi 5 termini sopravvivono all’integrazione su ¢, gli altri si annullano tutti. Resta

(avendo svolto anche I’integrale su r)

> ”[
[, ==
2 4z3£

L’integrazione su 9 annulla i primi quattro termini, rimane dunque

S+ —4cos SLdth}cosSsen 9d9
v
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Questo ¢ I’'unico termine di derivata mista che sopravvive. Se, come convenuto, decidiamo di

trascurarlo, troviamo il risultato finale:

T, 0D(x,t)
3x? oz

J, (X, t)=—

Si pud procedere allo stesso modo per le altre due direzioni (avendo ’accortezza di istituire
sistemi di coordinate sferiche con 1’asse polare orientato rispettivamente nelle direzioni X ed ¥ ),
trovando espressioni del tutto analoghe. Possiamo quindi mettere insieme tutto per ricostruire il

vettore J:

_ SN SN SN Iy | 0D(X,t) . OD(X,t). OD(X,t),
J(x,t)=Jx(x,t)-x+Jy(x,t)~y+JZ(x,t)-z=— s[ 6(;( )x+ (g;( )y+ (g); )z}

vale a dire:

(%)= - 32252 V(. 1)

Questa ¢ nota come LEGGE DI FICK. Spesso chiameremo con la lettera D la costante che

moltiplica il gradiente, cioé:
J(X,t)= -DVO(X,t)

dove

Questo ¢ I’aspetto tradizionale della legge di Fick.

I11.4 La divergenza

Ritorniamo al concetto di densita di corrente ed applichiamolo al seguente problema: in una zona

dello spazio in cui ¢ nota la densita di corrente J(X,t) individuiamo un volumetto elementare
dsr, e precisamente un esaedro con gli spigoli paralleli agli assi coordinati, per cui
d;t = dxdydz. E chiaro che in tale elemento di volume entreranno delle particelle, ed altre ne

usciranno: desideriamo conoscere il saldo netto dato dalla differenza tra le particelle uscenti
nell’intervallo di tempo dt e le particelle entranti nello stesso intervallo.
La geometria del problema ¢ rappresentata nella figura seguente. Consideriamo prima le facce

perpendicolari alla direzione X: ognuna di esse ha superficie dydz. Esse si troveranno,
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rispettivamente, alla coordinata x ed alla coordinata x +dx . Calcoliamo il rateo netto entrante
nella prima superficie: sappiamo che questa quantita ¢ data dal prodotto scalare del vettore
densita di corrente per la normale alla superficie, per I’area della superficie stessa.

La normale alla superficie in questione, entrante nel volume, ¢ proprio X, ed il prodotto scalare ¢

pertanto:

J(X,y,z,t)-f( = JX(X,y,z,t)

AZ

dz

ol

quindi troviamo subito che nel tempo dt entrano nel volume attraverso la superficie considerata

un numero N, di particelle dato da:

N, =1, (x,y,2t)-dy-dz-dt

Consideriamo ora la superficie parallela alla prima ma ubicata ad x+dx. Con lo stesso

procedimento, troviamo che la normale uscente dal volume ¢ X, ed il numero N, 4, di particelle

che lasciano il volume attraverso questa superficie nell’intervallo di tempo dt ¢ dato da

Ny ax ZJX(X+dX,y,Z,t)-dy-dz-dt
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Il totale netto delle perdite attraverso questa coppia di superfici ¢ la differenza tra questi due

numeri:

Nyjax — Ny = [JX(X+dx,y,z,t)—Jx(x,y,z,t)]-dydz-dt

E possibile esprimere diversamente la differenza tra parentesi

JX(X+dx,y,z,t)—]x(x,y,z,t)dx: aJx(x,y,Z,t)dX

dx OX

JX(X+dx,y,z,t)—JX(x,y’Z’t):

infatti il rapporto a secondo membro altro non ¢ che il rapporto incrementale infinitesimo, cio¢ la

derivata. Pertanto, possiamo scrivere

ol (x, y,Z, t)

Nyg =N, = 22X P20 4y qy.dz-dt
ox

x+dx X

Possiamo ripetere lo stesso procedimento per le altre due coppie di facce (la coppia di facce

normali ad ¥ e quella di facce normali a Z), trovando rispettivamente

0J (X,y,z,t)
Ny+dy—Ny:yT-dx-dy-dz-dt
N,.q, - N, =M~dx~dy~dz~dt
Z

Ora il numero netto totale Ny, di particelle che nel tempo dt esce dal volume (attraverso tutte

le facce) ¢ la somma di questi tre numeri:

8JX(X, Y, z,t) N aJy(XJ ys Z,t) N GJZ(X, Y, z,t)
ox oy pe

Nietto =|: -dx-dy-dz-dt

L’operazione tra parentesi ¢ detta divergenza di J. La divergenza di un vettore A ¢ definita infatti

come

OA
V-A=divA=a§X" +—7 oA

V4

_l’_
oy 0z

(ambedue le notazioni V.A e divAsono utilizzate). Quindi, con notazione piu compatta,

possiamo scrivere
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Nietto :V'J(X,Y,Z,t)'dX-dy-dz-dt

ITL.5 Riderivazione dell’equazione della diffusione

Prendiamo in esame un mezzo diffondente in cui sia presente una sorgente di neutroni (sempre
monoenergetici), € consideriamo un volumetto elementare come quello della figura precedente.
Per questo volumetto possiamo scrivere un’equazione di bilancio, che a parole possiamo
esprimere cosi: “la variazione nell’intervallo di tempo dt del numero di neutroni contenuti nel
volumetto ¢ pari alla differenza tra il numero di neutroni che durante [’intervallo dt si
aggiungono (perché entrano o sono creati all’interno del volumetto) ed il numero di neutroni che
durante [’intervallo dt spariscono (perché escono o sono assorbiti all’interno del volumetto)”.

Mettiamo questo sotto forma matematica.

I — Il numero di neutroni contenuti ad un dato istante nel volumetto ¢ data da
n(x,y, z,t)-dxdydz, ove n ¢ la densita espressa in neutroni per unita di volume. Pertanto la
variazione nell’intervallo di tempo dt del numero di neutroni contenuti nel volumetto ¢ data dalla

semplice formula:

on(x,y.zt). dxdydz - dt = 1 00(x,y,2,t) dxdydz - dt
ot voooa

per la nota relazione che lega la densita al flusso.

2 — Nota la sorgente Q(x,y, z,t) (espressa in neutroni generati per unitd di volume e unita di
tempo), il numero di neutroni che durante I’intervallo dt si aggiungono perché sono creati

all’interno del volumetto ¢ dato da

Q(x,y,z t)- dxdydz- dt

3 — Se la sezione d’urto di assorbimento ¢ X, , il numero di neutroni che durante I’intervallo dt

spariscono perché sono assorbiti all’interno del volumetto ¢ dato da

ZaCD(X, Y, Z, t)- dxdydz - dt

4 — Non conosciamo separatamente il numero di neutroni entranti e quello di neutroni uscenti,
perd se ¢ noto J (x,y,z,t), la differenza tra il numero di neutroni che durante I’intervallo dt si

aggiungono perché entrano nel volumetto ed il numero di neutroni che durante tale intervallo

spariscono perché escono dal volumetto ¢ data da
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-V J(x, Y, z,t)- dxdydz- dt

Componendo tutte queste informazioni (cio¢ facendo |1|=2|- 3|+ 4] ) si trova

100(x%.2.0) g 4o gt =
ot

%
= Q(x, Y, Z, t)dxdydzdt — ZaCD(X, Y, Z, t)dxdydzdt -Ve. J(X, Y, Z, t)dxdydzdt

ovvero, semplificando i differenziali:

Lo (s y 705,00, v.2.0-V - d(5,v.20
\%

Fin qui I’equazione trovata ¢ del tutto generale. Possiamo sfruttare la legge di Fick per eliminare
la densita di corrente ed avere un’equazione esclusivamente per il flusso:

l acl)(x,y, z,t)

ot = Q(X’ Y.z, t)_ Za(D(X, Y.z, t) -V [_ DV(D(X’ Y.z, t)]
\%

e quindi, sapendo che V.V = V2

lw = Q(Xa Y9 z, t)_ Z“EICI)(X’ Y9 z, t)+ DVZCD(X, y: z, t)
v
Questa equazione, che coincide con I’equazione di diffusione, ¢ valida nella misura in cui vale la

legge di Fick.

I11.6 Condizioni di validita dell’approssimazione di diffusione

Nella prima derivazione dell’equazione di diffusione avevamo fatto I’approssimazione di troncare
lo sviluppo in serie di McLaurin al termine di ordine 2. Analoga approssimazione abbiamo fatto
nel derivare la legge di Fick (con in piu la condizione di trascurare le derivate miste. Non ¢
veramente una differenza, perché i1 termini con le derivate miste si erano annullati da soli
nell’integrazione che ha portato all’equazione di diffusione). In sostanza i1 due risultati
corrispondono alle stesse approssimazioni. Ulteriore conferma ci viene dal fatto che ricaviamo

ancora I’equazione di diffusione dall’equazione esatta di bilancio, introducendo in questa la legge

di Fick per legare la corrente al flusso. In cosa consiste, o cosa comporta, I’approssimazione di

trascurare i termini (e quindi le derivate) degli ordini superiori?
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Facciamo una breve digressione, riferiamoci ad una curva nel piano. Se tale curva ¢ una retta,
tutti i termini del suo sviluppo di McLaurin di ordine superiore al primo sono identicamente nulli.
Se la curva ¢ una parabola, sono nulli tutti i termini di ordine superiore al secondo. Ambedue
queste curve sono perfettamente rappresentate se utilizzo un sviluppo di McLaurin troncato al
secondo ordine. Se abbiamo una cubica? Per essere perfettamente rappresentata necessiterebbe
del termine di terzo ordine e cosi via. E chiaro che un polinomio di grado 237 ¢ rappresentato da
uno sviluppo di McLaurin di ordine 2 molto, ma molto meno bene di un polinomio del quarto
grado che a sua volta non ¢ rappresentato perfettamente come lo sarebbe un polinomio del
secondo grado. Tutto questo per dire: 1’approssimazione ¢ tanto migliore quanto piu “piatta” ¢ la
curva, cio¢ quanto meno rapidamente varia al variare di x. Torniamo al nostro caso: qui abbiamo
una complicazione in piu, le 4 dimensioni. Perd abbiamo un aiutino, il termine exp[—2~r] che
compare negli integrali visti (sia per la diffusione che per Fick) che ci dice: attenzione, quando il

termine X-r cresce oltre un certo limite (diciamo per sicurezza un valore 4+5) il contributo
. .. . . . . 4-+5 .
all’integrale diviene trascurabile. In altre parole solo la porzione di spazio tale che r < ~ (piu

o meno) contribuisce all’integrale. Ci basta quindi che 1’approssimazione dello sviluppo di
McLaurin sia buona entro quella distanza. In definitiva possiamo dire (un po’ a spanne, ma con

senso fisico) che I’approssimazione ¢ buona per quei punti X tali che nel loro intorno di ampiezza

4+5 volte A = S il flusso vari poco, o pit matematicamente soddisfi la condizione

1 oo 1

oo a
Questo ¢ il limite dell’approssimazione di diffusione (e naturalmente anche della legge di Fick).
Quand’¢ che il flusso soddisfa questo requisito? Certamente non lo soddisfa nelle immediate
vicinanze di una frontiera tra due materiali dalle caratteristiche nucleari significativamente
diverse. Oppure se I’assorbimento ¢ molto marcato. Prenderemo come regola grossolana ma

pratica la seguente:

e Jlontano (cio¢ almeno 4+5 volte %) da frontiere del mezzo diffondente; e

e assorbimento piccolo rispetto allo scattering: X, << X (che equivale a dire X = X).

Infine, vogliamo considerare un’altra approssimazione introdotta inizialmente: si ¢ supposto lo
scattering isotropo nel sistema del laboratorio (mentre sappiamo che ¢ isotropo solo nel sistema
del centro di massa). Questo ¢ tanto piu vero quanto piu grande ¢ la massa dei centri di scattering.

In realta la componente lungo la direzione iniziale di avvicinamento della velocita dopo 1’urto
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non ¢ mediamente nulla bensi sempre positiva: si dice che vi ¢ una PERMANENZA DELLA
VELOCITA. Come sarebbe cambiato il risultato se avessimo tenuto conto dell’anisotropia, o in altri
termini di tale permanenza della velocita a seguito dello scattering? Si capisce immediatamente
che essa comporta valore piu elevato di D. Ci viene in aiuto la CORREZIONE D’ANGOLO: non lo
dimostreremo qui, ma si trova che (sempre per X, << X))

B 1

33 (1 ()

dove <u> indica il coseno medio di scattering nel sistema del laboratorio (sappiamo che nel

baricentro sarebbe NULLO). La quantita a denominatore ha un nome, sezione d’urto macroscopica

di trasporto, generalmente indicata come X, :

2, = 2,1~ (w)

ovvero, scriveremo il coefficiente di diffusione come

1
32,

Accenniamo appena ad un’altra correzione. Nel derivare 1’equazione di diffusione e la legge di
Fick abbiamo troncato lo sviluppo di McLaurin abbastanza presto, quindi implicitamente
considerato 1’assorbimento molto piccolo, come discusso poco sopra. Se vogliamo tenere conto
della finitezza dell’assorbimento dobbiamo apportare ancora la CORREZIONE DEL TRASPORTO,
scrivendo

L 1
3B 4%, (W) =,
5% 1-(u =

D=

Non ci serviremo ulteriormente di quest’ultima correzione.
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IV. LA TEORIA DEL TRASPORTO

IV.1 Flusso e corrente
Ricordiamo che, considerando particelle monoenergetiche, il flusso ¢ il prodotto della densita
numerica (cio¢: numero di particelle per unita di volume) per il modulo della velocita

q)(i, t) = n(i, t)- \%

Se abbiamo invece particelle non monoenergetiche, la velocita non € piu una quantita univoca ed

occorre quindi trovare un diverso modo di definire il flusso. Definiamo allora la quantita

n(i,V,t), nel seguente modo: n(X,V,t)dﬁ d;v rappresenta il numero di particelle che,
all’istante t, si trovano nel volume d;X dello spazio fisico intorno al punto X ed hanno velocita

compresa nel volume d;v dello spazio delle velocita intorno a vV, come rappresentato in figura:

d;X

dv

>

<l

< '
=

Vale a dire: una particella viene contata se si trova nel volumetto d;X ED INOLTRE ha una
velocita compresa nel volumetto d;v .
Consideriamo ora i neutroni aventi velocita nell’intervallo tridimensionale (infinitesimo) d;v

intorno a v : possiamo senz’altro considerare il flusso dovuto ai soli neutroni di questo tipo, che

chiameremo quindi ®(X,¥,t).

!'In che relazione ¢ la quantita n(i,v,t) con la funzione di distribuzione?
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Poiché consideriamo solo neutroni aventi una determinata velocita, possiamo applicare quello che

gia sappiamo, e scrivere senz’altro:
®(X,v,t)=n(X,v,t)-v
Per ottenere il flusso totale basta ora integrare su tutte le velocita:
O(x,1)= [ (X, ¥,6)d;7 = [ vxn(X,,t)d;¥

Possiamo pensare ad un approccio analogo anche per la corrente: infatti se consideriamo ancora i

neutroni aventi velocita nell’intervallo tridimensionale (infinitesimo) d;Vv intorno a v, possiamo

anche qui considerare la corrente dovuto ai soli neutroni di questo tipo, che applicando la regola

gia nota per 1 fasci unidirezionali di neutroni monoenergetici possiamo scrivere
J(X,v,t)=n(X,v,t)v

ed integrando su tutte le velocita

I 1) = [ IE V. 0d 7 = [ Vn(x,v,t)d3v
Notiamo che si puo anche scomporre la velocita in modulo e direzione:

v=vQ
ove Q ¢ il versore della direzione, e in tal caso abbiamo la seguente relazione:
J(X,9,t)=n(X,7,t)vQ = QO(X,7,t)

Possiamo anche scrivere le tre quantita viste in termini di modulo e direzione della velocita::

n(i, v,Q, t)
CD(X,V,Q, t) = n(i, v, Q, t)V

J(i, v, Q, t) = n(i, v,Q, t)VQ = QCD(X, v,Q, t)

Se poi osserviamo che energia cinetica E e modulo della velocita sono legati biunivocamente,

possiamo scrivere le stesse tre quantita anche come segue:

n(i, E,Q, t)
®(X,E,Q,t)=n(X,E,Q,t)v

J(X,E,Q,t)=n(X,E,Q,t)vQ = QO(X,E,Q,t)
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La quantita d)(i, E,Q, t) 0 CD(X, v,Q, t) viene usualmente chiamata FLUSSO ANGOLARE.
Quando le quantita sono espresse in questi termini, scriveremo:

T anb(i,E,Q,t)dE d,Q
0

(X, t)

o0

I t)=[], IKEQ)dE,Q
0

Infine possiamo considerare anche quantita integrate sull’angolo, ma dipendenti dall’energia:
cD(i,E,t):L O(X,E,Q,t)d,Q
T

JXE )= [, JXEQ1)d,Q

IV.2 Equazione integro-differenziale “di Boltzmann”

Vogliamo ora trovare un’equazione di evoluzione per il flusso angolare. Tentiamo di nuovo un

approccio di bilancio, come visto nella seconda derivazione dell’equazione della diffusione: la

variazione nel tempo dt del numero di neutroni contenuti nel volume elementare (dello spazio

delle fasi, attenzione!) d,X d;v sara data dalla differenza tra i neutroni che si aggiungono

nell’unita di tempo meno quelli che si sottraggono. Detto cosi € piuttosto vago: consideriamo

quindi un volumettod,;x d;v ed esaminiamo quali processi portano neutroni e qual
sottraggono.
a) Un neutrone che si trova in d;X d;V ha tre modi di sparire dal quel volumetto:

bl) viene assorbito (e sparisce dal sistema)

b2) avendo velocita in d,V si sposta (ed esce da d;x)

b3) trovandosi in d;X cambia velocita (e quindi esce da d,v)

1 ne

b) Allo stesso tempo un neutrone che non si trova inizialmente in d;X d;v ha tre modi di

apparire nel volumetto:

bl) viene generato in d;Xx d;v (attenzione, generato IN QUEL LUOGO € CON QUELLA

VELOCITA)

b2) avendo velocita in d,V, a seguito dei suoi spostamenti entra in d;X

b3) trovandosi in d;X, a seguito di un’accelerazione viene ad assumere velocita in d;v
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I neutroni non sono soggetti a forze esterne diverse dall’interazione forte, che ¢ a brevissimo
raggio (trascureremo senz’altro la gravita), quindi gli eventi in a3) e b3) possono avvenire solo a
seguito di scattering.

Sulla base delle considerazioni fatte, scriveremo un’equazione di bilancio:

%n(i,v, t)d,Xd,v dt = bl —al + (b2 —a2)+ (b3 —a3)

Il motivo per cui abbiamo raggruppato b2) ed a2), ¢ il solito: ¢ piu facile e comodo scrivere la
differenza che non i singoli termini. Qualcosa di simile anche per b3) ed a3).

Scriveremo d’ora in poi le nostre equazioni in termini delle variabili E ed €, che sono le piu
usuali nel trasporto dei neutroni. Consideriamo il termine a primo membro e scriviamolo in

termini del flusso angolare:

gn(i,v,t)dﬁdﬁ dt = lgdb(i,E,Q,t)dﬁ dEd,Q dt
ot v Ot

Termine bI: ¢ I’eventuale termine di sorgente. Detta S(X,E,Q,t) la generazione di neutroni per

unita di tempo e di volume (intendendo sempre volume dello spazio delle fasi!) avremo
bl = S(X,E,Q,t)d,XxdEd,Q dt

Termine al: ¢ il termine di assorbimento, quindi sara pari alla sezione d’urto macroscopica di
assorbimento (che in linea generale dipendera dall’energia e dalla posizione) moltiplicata per il

flusso angolare, cio¢ la reaction rate relativa ai soli neutroni di energia e direzione specificata:

al =%, (X;E)®(X,E,Q,t)d,XxdEd,Q dt

Termine b2-a2: tale differenza ¢ il solito termine di streaming, pari alla divergenza della corrente.
Dobbiamo pero riferirlo sempre ai soli neutroni della energia e direzione specificate: vogliamo

infatti la differenza fra ingressi e uscite dal volumetto d;X, LIMITATAMENTE ai neutroni che si
trovano in dEd,Q (cioe: avendo gia la velocita giusta entrano in d,x!). Dobbiamo quindi

considerare la corrente angolare:
b2-a2=-V.J(X,E,Q,t)d,XdEd,Q dt
Considerando pero che J(X,E,Q,t)=Q ®(X,E,Q,t) e che in questo punto di vista la direzione

della velocita ¢ una VARIABILE INDIPENDENTE (quindi trasparente all’operazione di derivazione

spaziale) possiamo scrivere in definitiva

b2-a2=-Q.VO(X,E,Q,t)d,;XxdEd,Q dt
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Termine b3-a3: Questo termine riguarda quei neutroni che TROVANDOSI in d,X cambiano la loro

velocita, quindi entrano/escono da dEd,Q. Questo pud avvenire, lo abbiamo detto, solo a
seguito di scattering. Ricordiamo che i neutroni che, trovandosi ad una generica energia in

(E o Egt dE) e con una generica direzione in (ﬂ 0 Qg+ dzﬂ), subiscono un evento di scattering

sono dati dall’opportuna reaction rate, che ¢
% (KE, JOX,E,, Q. t)d;XdEd,Q dt

Due sono i1 fenomeni di interesse per noi:
1. 1 neutroni (sempre in d,X ) che partiti da (un intorno di) E* ed €', subendo uno scattering

nel tempo dt si vengono a trovare dopo 1’urto entro il volumetto dEd,Q in esame (e questo ¢
il contributo b3);

2. 1ineutroni (sempre in d;X ) che entro il volumetto dEd,€ in esame subiscono nel tempo dt

uno scattering che li porta in (un intorno di) E’ ed Q' (e questo ¢ il contributo a3).

Cominciamo dal primo. Se un neutrone subisce uno scattering quando ha energia e direzione

(E’,Q'), con quale probabilita finisce nell’intorno dEd,Q di (E,€Q)? Definiamo la densita di
probabilita fy o (E,Q)=TI(E'> E,Q'—> Q;X) (potrebbe in generale essere funzione della

posizione. Nel seguito non terremo conto di questa possibilita, poiché considereremo solo mezzi

omogenei). La probabilita cercata si scrive quindi
[(E'> E,Q'— Q;X)dEd,Q
Percio: nel tempo dt, 1 neutroni che entro d;X, trovandosi nell’intorno dE'd,Q' di (E’,Q')
scatterano verso I’intorno dEd, € di (E,€) sono :
> (% E)0(X,E', Q' t)d, X dE'd, Q' dt x [1(E'— E,Q'— Q;X)dEd,Q
Vogliamo pero TUTTI i neutroni che, nel tempo dt ed entro d;x, scatterano verso 1’intorno

dEd,Q di (E,Q), DA QUALUNQUE ENERGIA SIANO PARTITI. Dobbiamo quindi integrare su

dE'd,Q':
{ [[ Z(&E)OKE,Q,ON(E—E,Q - Q;i)dE'dzﬂ'}dﬁ dtdEd,Q

Notiamo che in questo modo contiamo anche gli scattering da dEd,Q a se stesso, quindi ¢ il

termine b3 piu qualcosa: ne riparliamo dopo aver visto il punto 2.
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Punto 2: possiamo ripetere il ragionamento e trovare 1 neutroni che nel tempo dt, entro d;X,
trovandosi nell’intorno dEd,Q di (E, Q) scatterano verso I’intorno dE'd,Q' di (E’,Q"):

2. (%;E)®(X,E,Q,t)d,xdEd,Q dt xI1(E — E',Q — Q';X)dE'd, Q'

e per avere tutti 1 neutroni che scatterano fuori dall’intorno dEd,Q di (E,Q), indipendentemente

da dove finiscono, dobbiamo di nuovo integrare su dE'd,Q'
{j [ ZKE)O(XEQ)NE>E.Q— Q‘;i)dE'dzﬂ}d3i dtdEd,Q
0

Facciamo due osservazioni

e Notiamo che in questo modo contiamo anche gli scattering da dEd,Q a se stesso, quindi ¢ il

termine a3 piu qualcosa, e questo qualcosa ¢ identico al “qualcosa piu di b3” trovato prima: ¢
chiaro che se facciamo la differenza tra I’integrale precedente e questo, il “qualcosa in piu” si
cancella e ci resta esattamente b3-a3.

e Nell’ultimo integrale solo la densita di probabilita H(E —->E. Q- Q‘;i) dipende da E’ ed

Q', le altre quantita dipendono invece da E ed Q e quindi si possono portar fuori
dall’integrale:

{ [[ TE->E.Q— Q’;i)dE'dzg}zs(i;E)@(i,E,Q,t)d3§ dtdEd,Q
0

E palese che quest’ultimo integrale ¢ pari ad 1, no? Quindi restiamo con:
> (XE) ®(X,E,Q,t)d;X dtdEd,Q

e mettendo 1 due integrali insieme otteniamo il termine b3-a3 cercato:
{ [[, = (RE)O(x,ELQ,ON(E'—> E,Q'— @ X)dE'd, Q' - ES(X;E)CD(X,E,Q,t)}dﬁ dtdEd,Q
0

che rappresenta lo “streaming nello spazio delle velocita”. Bene, possiamo mettere tutto assieme

l%@(i,E,Q,t)dﬁ dEd,Q dt =S(X,E,Q,t)d,;XdEd,Q dt -
\'%

-2, (XE)®(X,E,Q,t)d,;XdEd,Q dt - Q. VD(X,E,Q,t)d,xdEd,Q dt

+ “ans (X;E)O(X,E',Q,t)[I(E'> E,Q'—> Q:;X)dE'd, Q' - 2 (X; E)D(X,E, Q,t)}dﬁ dtdEd,Q

IV-6



Prof. Ing. Domiziano Mostacci — Appunti di Trasporto di particelle e radiazioni

Facciamo altri tre passi:

e osserviamo che 2, (X;E)+2(X;E)=Z(X;E), e raccogliamo i due termini relativi
e dividiamo tutto per d;xdEd,Q dt

e utilizziamo la notazione (molto usuale nel trasporto dei neutroni)
> (%ENI(E'> E,Q' - Q:;X) > (E'— E,Q'> Q;X)
Troviamo cosi

l%d)(i, E,Q,t)=S(X,E,Q,t)-Z(X;E)D(X, E,Q,t)- Q. VO(X,E, Q1)
A\

o0

+[], Z,(B'> E,@'—> @ X)O(X,E', Q' t)dE'd,

Questa ¢ I’equazione integro-differenziale del trasporto per neutroni, detta anche equazione di
Boltzmann per neutroni, perché riordinandola troviamo una cosa assai simile all’equazione di
Boltzmann senza forza (si tenga conto che i neutroni, appunto, non sono soggetti a forze, eccetto

I’interazione nucleare forte, tenuta in conto nell’integrale di collisione b3-a3):

l%cp(i, E,Q,t)+Q.VO(X,E,Q t)+2(XE)D(X,E,Q,t)=S(X,E,Q,t)+
\'%

0

+[], Z,(E—> E,Q— @X)0(X, B, Q' t)dE'd, @

ovvero, in termini della densita angolare n(i, v, t)

%n(i, E.Q,t)+V.Vn(X,E,Q,t)=S(X,E,Q,t)- vZ(X;E)n(X,E,Q,t)+

+ ”4 v'E (E'—> E,Q'— Q;X)n(X,E', Q' t)dE'd, Q'
0
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IV.3 La sorgente da fissione

Cosa succede se abbiamo a che fare con un mezzo moltiplicante? Dobbiamo considerare

chiaramente la sorgente da fissione, nonché i neutroni ritardati. Le fissioni con i nuclei fissili

della specie j producono neutroni in numero medio di v; per fissione ¢ con uno spettro

energetico f (E) (in cui ricomprendiamo anche la ripartizione sull’angolo, 4L)
T
> vt (B)[] = (e E)ofr, B @E dg
j

Questo naturalmente comprende anche i ritardati: ¢ido ¢ appropriato per i problemi stazionari.

Viceversa, dovendo portarli in conto separatamente dovremo scrivere che la sorgente intrinseca ¢

Zvjxj(E)(l _Bj)_” = (r, B, t)0(r, B, Q' t)dE'dQ' + > Cilr, i (B)

ove [3; ¢ la frazione totale di ritardati del j-esimo fissile, e vale I’espressione
_ j
Bj= Z B
1

con Bf frazione di neutroni ritardati generati nell’i-esimo gruppo da parte del j-esimo fissile,

mentre XI(E) ¢ lo spettro energetico con cui vengono generati i ritardati dell’i-esimo gruppo, qui

un po’ arbitrariamente supposto indipendente dal fissile di provenienza. Su questo si pud
osservare qualcosa: in realta 1 precursori sono alcune decine, e sono raggruppati in sei gruppi con
opportune medie. Ora 1 precursori sono sempre gli stessi, tuttavia sono generati in proporzioni
statisticamente diverse dai differenti fissili, quindi le medie fatte per ottenere i sei gruppi
rappresentativi sono un po’ diverse, dando luogo a 6 frazioni e costanti di decadimento un po’
diverse da fissile a fissile, vedi infatti la tabella qui sotto. Stesso discorso andrebbe ripetuto per lo
spettro: ogni precursore emette sempre con lo stesso spettro, tuttavia mediando in maniera diversa
per giungere ai 6 gruppi si otterranno differenze nello spettro di ogni gruppo. Trascureremo pero
questa differenza, assegnando un unico spettro ad ogni gruppo.

Tornando alla sorgente, considerando anche un’eventuale sorgente esterna Q, si avra:

S(r,E,Q,t)=Q(r,E,Q,t)+

Zvjxj(E)(l ;)] =L B 0)o(r, B0 t)E 4o + P RALRVA
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e I’equazione del trasporto (non stazionaria) diventa

l§<1>(1~,E,Q,t)+ Q.VO(r,E,Q,t)+2(r,E,t)®(r,E,Q,t)=
v

jj4nzs(E'—> E,Q'—> Qr,t)0(X,E, Q' t)dE'd, Q'+ Q(r, E, Q, t)+
0

Zvjxj(E)(l B[] =0 EL )0, B, OB de + > 1Cilr, thei ()

a cui pero vanno aggiunte le equazioni di evoluzione per i precursori:

%Ci (r,t)= Zvj B ” 1 (r, B, t)0(r, E', @, (WE'dQ' - 4,C; (r, 1)
j

Neutroni ritardati

Gruppo Costante di decadimento A [s] Yield (n. ritardati/fissione)

U (fissione termica: B = 0.0065)

1 0.00022
2 0.00142
3 0.00127
4
5

0.00257
0.00075
6 0.00027
Pu?* (fissione veloce: B = 0.0020)
1 0.000076
2 0.000560
3 0.000432
4 0.000656
5 0.000206
6 0.000070
U233 (fissione termica: B = 0.0027)
1 0.00023
0.00081
0.00068
0.00075
0.00014
0.00009

Tratto da Keepin (1965).
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IV.4 La funzione importanza

Poniamoci il seguente quesito:
se in un reattore esattamente critico (k =1, o p=0 che dir si voglia) in cui sono presenti
Ny neutroni (numero rigorosamente costante in virtu della esatta criticita) immettiamo un
neutrone dall’esterno, una volta che si sara esaurito il transitorio come sara cambiato il
numero N ?
Evidentemente:
a) €sso non puo essere diminuito
b) puo non essere cambiato (il neutrone extra ¢ stato catturato o ¢ sfuggito dal sistema)
c) puo essere aumentato (1’extra-neutrone ha prodotto fissione etc. etc.)
E chiaro che non posso sapere a priori cosa succeder, se b) o ¢) e in quest’ultimo caso con quale
aumento di Nj: posso pero parlare in termini di probabilita, o ancor meglio di valori medi. In
linea di massima, mi aspetto che la probabilita di un particolare esito cambi con [’energia del
neutrone (se ¢ gia termico, ad esempio, avra molta piu probabilita di produrre fissione etc. che se

¢ veloce), con la posizione in cui lo inserisco (in centro al reattore avra molta piu probabilita di

produrre fissione che se ¢ inserito alla periferia), e con la direzione con cui viene inserito (se ¢

diretto verso il centro avra maggiori probabilita di successo che se ¢ diretto verso la superficie

esterna). Dunque potro parlare solo dell’aumento medio di N, dovuto ad un neutrone inserito nel

punto r, con energia E, e con direzione Q.
Per poter determinare un valore medio faremo riferimento ad un insieme statistico, cio¢

inseriremo nel sistema un numero m (che supporremo sufficientemente elevato) di neutroni, tutti
nel punto r, con energia E, e con direzione Q, calcoleremo di quanto aumenta N, divideremo

questo aumento per il numero iniziale n ed avremo "aumento medio per singolo neutrone

inserito nel punto r, con energia E, € con direzione £, quantita che chiameremo ‘I’*(r,E, ﬂ).

Prima di procedere facciamo un’ultima osservazione: seguiamo un dato gruppo di neutroni
durante 1’evoluzione del fenomeno, e diciamo AN [’aumento totale di N, cui danno luogo
asintoticamente; se andiamo a vedere dopo un certo tempo dall’inizio, alcuni saranno stati
catturati, altri saranno ancora in giro, altri avranno dato luogo a fissioni. Consideriamo tutti i
neutroni residui e quelli nel frattempo generati (sempre dal gruppo iniziale), nulla ci impedisce di

domandarci a che aumento di N daranno luogo, asintoticamente. Voi che ne pensate? Leggete
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. .k . . . N
la risposta a fondo pa ina . Bene roviamo ora a ricavare un’equazione per questa quantita
’

‘P*(r, E, Q) sfruttando questa proprieta. Partiamo dunque con m neutroni inseriti nel punto r, con

energia E, e con direzione , e che pertanto avranno un’importanza cumulativa (cio¢, daranno

luogo ad un numero di neutroni pari a) n‘{’*(r,E,Q). Questi neutroni formano un fascio che

avanza nella direzione €, fin quando non interagiscono: diamo loro il tempo di spostarsi di dr. A

questo punto sara sopravvissuto senza interagire un numero di neutroni pari a

n exp[-Z,(r,E)dr]=n (1 ~3,(r,E)dr + O[drz])
E tutti questi neutroni avranno importanza
¥ (r+Qdr,E,Q)= ¥ (r,E,Q)+ Q- V¥ (r,E,Q) dr + o[dr2 J
e dunque il loro contributo all’importanza cumulativa sara:
n (1 ~%,(r,E)dr+ o[dr2 Dx {‘P*(r, E,Q)+Q-V¥ (r,E,Q)dr+ o[erJ}
=1 {‘P*(r,E,Q)+ [Q V¥ (r,E,Q)-%, (r,E)‘P*(r,E,Q)]dr + O[drz]}
I neutroni che hanno interagito sono complessivamente
n{l—exp[- =, (r.EXr]} = n=, (. E)dr + Ofdr?

di questi una frazione

sara stata catturata, e quindi non da piu contributo. Una frazione

> (r,E)
>(r,E)

M(E - E',Q - Q')dE'dQ'

sara stata scatterata in dE'dQ' acquisendo pertanto I’importanza ‘P*(r, E', Q') , € fornendo quindi

un contributo pari a

{nZt(r,E)dr + o[dr2 ]}x ZS(r’E)H(E —E'.,Q— Q)dE'dQ"¥ (r,E', Q)=

2, (r,E)

nZ(r,E 5> E,Q - Q)¥ (r,E', Q)dE'dQ'dr + O[drz]

* Risposta: Ma ovviamente sempre AN!! Quelli del lotto iniziale che sono stati assorbiti non danno luogo a nulla, e

quelli rimasti/generati portano avanti il fenomeno, appunto: danno Iuogo a quei AN che abbiamo detto!
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Integrando su tutti i possibili dE'd€Q' otteniamo infine il contributo complessivo degli scatterati:
dr[[nZ(r,E > E, Q@ - @)% (r,E', QE'dQ' + O[drz]

Infine, una parte di questi neutroni che hanno interagito avra dato luogo a fissioni con il j-esimo

fissile, in particolare una frazione

21 (r,E)
%, (r,E)

dando luogo per ogni fissione ad un numero di neutroni nell’intervallo dE'dQ' pari a
vy (E'ME'dQ

(notiamo che abbiamo implicitamente assunto che la funzione di ripartizione dell’energia sia la

stessa per pronti e ritardati: non molto rigoroso). Anche qui possiamo mettere tutto insieme,

j .
{nEt (r,E)dr + o[dr2 ]}x iigg x vy ;(E')}E'dQ'= (nzg (r,E)x vy (E)dr + o[dr2 DdE'dQ’

e questi neutroni vengono ad assumere un’importanza ‘I’*(r,E',Q'). Integrando poi su tutte le

energie e direzioni di emissione e sommando su tutti 1 fissili si ottiene il contributo complessivo

delle fissioni all’importanza cumulativa:

drff nz[zg(r,E)x Vi j(E')J‘P*(r,E',Q')dE'dQ' + o[erJ

Ora sfruttiamo il fatto che I’importanza cumulativa non cambia: quindi la somma dei termini

trovati deve uguagliare il valore di partenza n‘I’*(r,E,Q):
n¥ (r,E,Q)=n {‘P*(r,E,Q)+[Q-V‘P*(r,E,Q)—Zt(r,E)‘P*(r,E,Q)Jdr}
+drn [[2(r,E > E',Q - @)% (r, E', Q')dE'dO

+drnjjz[zg(r,E)xvjxj(E')]‘P*(r,E',Q')dE'dQ'+o[drz]

Ovvero: semplificando, dividendo tutto per n, trascurando i termini Oldr2 J semplificando dr, ed

infine riordinando in modo comodo:
—Q- V¥ (r,E,Q)+ 2, (B} (r,E.Q)- [[Z,(r.E > B, Q > Q)¥"(r, B, Q)E'dQ' =

”Z [Z% (rE)x vy (E')] " (r,E', Q' )dE'dQ'
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e questa ¢ I’equazione che cercavamo.
Facciamo ancora qualche osservazione su ‘P*(r,E,Q).
1) Per quanto detto prima al punto a), questo numero NON PUO essere minore di zero, quindi

abbiamo a che fare con una funzione definita non negativa.

2) Per come ¢ definito, ¢ logico che lungo ogni direzione la funzione deve essere continua in r
(i.e., spostandosi di una quantita infinitesima €dr la funzione deve subire un cambiamento

infinitesimo).

3) L’importanza di un neutrone che si trova sul contorno del mezzo ed ha direzione verso
I’esterno del mezzo (cioe, detta n la normale alla superficie esterna S, direzione tale che
Q-n>0) deve avere importanza nulla (infatti sfugge certamente, e dunque non

contribuisce):

‘P*(rs,E,Q):O per ry,eSed Q-n>0

e questa ¢ la condizione al contorno della nostra equazione.
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V. APPROSSIMAZIONI DELLA TEORIA DEL TRASPORTO: IL CASO

STAZIONARIO

L’equazione del trasporto nel caso stazionario si scrive come segue:

0

Q.VO(X,E,Q)+2(GE)D(X,E,Q)=S(X. E,.Q)+ L 2. (E'— E,Q - Q:%)d(X,E', Q')dE'd,Q'
T
0
Ancora una volta consideriamo un mezzo omogeneo (oltre che isotropo, come sempre), in cui
cio¢ le sezioni d’urto sono indipendenti dalla posizione, e quindi I’equazione si semplifica ancora

un po’, ed a questa faremo riferimento in questo capitolo:

Q.VO(X,E,Q)+X(E)D(X, E,Q)=S(x,E, @)+ [ j4nzs(E'—> E,Q' > Q)d(X,E', Q)dE'd,Q'
0

Vediamo dunque alcuni casi semplificati.

V.1 Neutroni monoenergetici

Cominceremo col considerare neutroni monoenergetici (tuttavia vi ¢ una grande differenza con la
diffusione: ora teniamo conto della direzione di volo Q).

Ora, non essendovi dipendenza dal tempo, questa ¢ stata semplicemente eliminata dal novero
delle variabili nell’equazione qui sopra, cosa lecita in quanto il flusso e le altre quantita che
compaiono nell'equazione del trasporto non sono quantita differenziali rispetto al tempo: ad
esempio non ha nessun senso parlare della quantita (D(i, E,Q, t)dt, che non ha palesemente alcun
significato fisico. Assai diverso ¢ invece il caso dell’energia: infatti sia il flusso che la sorgente
sono quantita differenziali rispetto all’energia (cioé¢ contengono al loro interno una densita di
probabilita rispetto alla v.a. “energia”). E errato dire che nel caso in esame non vi ¢ dipendenza
dall’energia, al contrario, la dipendenza ¢ fortissima, diciamo pure esclusiva - ’energia ¢ unica,

diciamola E;; o meglio ancora: tutta la densita di probabilita, relativamente all’energia, ¢

condensata sul valore E, cioé E UNA DELTA DI DIRAC. Modificheremo dunque il flusso cosi:

O(X,E,Q,t) > O(X,Q)5(E-E,)

Naturalmente perché possa verificarsi la situazione in esame (indipendenza dal tempo e

soprattutto energia che non cambia) occorrono certamente le seguenti due condizioni:
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» la sorgente deve essere indipendente dal tempo e monocromatica
S(X,E,Q,t)=S(X,Q)5(E - E,)
» lo scattering deve essere tale da non cambiare 1’energia del neutrone scatterante
[(E'-> E,Q'— Q)=T1(Q' - Q)3(E-E')
Cominciamo con il considerare I’effetto di quest’ultima condizione sull’integrale di scattering

o0

| j4nzs(E')H(Q'—> Q)5(E-E')®(x,E',Q')dE'd,Q' = L = (E)1(Q'— Q)0(x,E,Q')d,Q'

T

Introducendo anche le espressioni per il flusso e la sorgente otteniamo infine la seguente

equazione del trasporto, valida per il caso considerato:

Q.VO(x,Q)5(E-Ey )+ (E)0(X,QB(E-E,) =

S(X,Q)3(E—E )+ ans (E)J1(Q'— Q)D(X,Q')3(E - E( )d, Q'

Se ora integriamo ambo 1 membri sull’energia, vale a dire:

TQ -VO(X,Q)8(E - E WE +TZ(E)®(X,Q)6(E —E ME =

TS(X,Q)S(E —Ey)dE + TLEZS(E)H(Q'—> Q)0 (x,Q')5(E - E, )d,QUE

troviamo finalmente 1’equazione di nostro interesse:

Q.VO(x,Q)+X(E))(x,Q)=S(X,Q)+ L 2, (B I(Q'— Q)D(X,Q')d, Q'

T

dove nel prosieguo ometteremo 1’argomento delle sezioni d’urto, dando per sottinteso che si

intendono calcolate all’energia E,,. Infine presumeremo valida la relazione
Q- Q)=11(Q.Q)

che sappiamo essere verificata per lo scattering elastico dei neutroni come lo abbiamo studiato

nel cap. 1. Partiremo dunque in definitiva dall’equazione

Q.VO(X,Q)+Z O(X,Q)=S(x,Q)+ [ ZI1(QQ)0(x,2)d0
T
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I polinomi di Legendre

Notiamo in primo luogo che

Q'Q =cos Y =y = pp'+y1- n? vi- u? cos(p - (p')

0, che ¢ lo stesso,

Z (9"9) =2 [HM""\/ -y’ V1= T cos((p - (p')J

In altre parole, tale funzione dipende dagli angoli di colatitudine prima e dopo 1'urto e dal coseno

degli angoli di azimuth prima e dopo I'urto.

I polinomi di Legendre sono un insieme COMPLETO di funzioni ortogonali nell'insieme x € [-1,1].
Li indicheremo con P,(x). Essendo un insieme ortogonale completo ¢ facile sviluppare una
funzione su [-11] in serie di P,(x).

Citiamo due proprieta di P,(x):

1
e (ortogonalitd) j P,(x)P, (x)dx = _2 5, .
o 2041 °
e (ricorrenza) 20+DxP,(x) =+ 1P, (X)+ (P, (X)

Facciamo uno sviluppo in serie di X (x,) (possiamo infatti farlo il dominio di X ¢ proprio
[-L1]).

20 +1
i 4m

(1) = ZS/P( (Mo)

Moltiplicando ambo i membri per P, (p,) ed integrando otteniamo

JI‘Z( P (1y)d —iﬂz JI-P( P (1y)d —i%”z 2 5, -1y
’ s (Ho ) Em (Mo )AL = 41 s,éil (Lo )P (Ko )ALl — 41 s,/ 20 +1 /,m o s,m

da cui

1
Som = 2 [ 2, (10)Py (19 )ity

-1
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Vediamo che per m =0 (quindi P,(x) =1) abbiamo

1
Se0 =2 [ Z,(1e)duo = [Z,(1p)d,Q =3,

-1 4n
per m=1 (P, (x)=x)
1
Xy = 2WIHOZS(Ho)dHo =<Uo> X
-1

dove

1
[ 1oTT(1g)dis,
< MO >= 711

I (g )dpg
-1

Limitiamo ancora la trattazione al caso monodimensionale (nel senso che ¢ ed S dipendono solo

da una sola coordinata spaziale) e diciamo z la variabile spaziale. Consideriamo che vi sia

simmetria azimutale anche per la sorgente. Tutto dipende quindi solo da p=Q-k per cui

S(x,€2) —> S(z,n)
O(x,Q2) > ¢(z, 1)

0
Q-Vosp—
Maz

Scriviamo quindi l'equazione 1-D di Boltzmann come

12n

0010 + 200 00) = [ [, (@M ' d + S(z.10)
-10

Nota che per scattering isotropo nel sistema del laboratorio si otterrebbe:
a zS 1 ' 1
(2, 1) + Z0(z. 1) = == [ §(z, 1) du'+S(z, )
0z 27
Torniamo al caso di scattering generico e sviluppiamo X inseriedi n e p'
\ , , o 20+1
Z(1o) = (W' p+/1-p* {1-p? cos(p—9') = Z o ZaPi(o) =

i 2“12$/P/(M)P (M)JFZ zm rm (1) cos[m(p—¢")]

0 0o -
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Ove G, (K, 1') € una certa funzione che non espliciteremo. Ci basta sapere che NON dipende da

¢ e ¢ (per ulteriori approfondimenti vedere la legge di addizione dei polinomi di Legendre).
Riprendiamo dunque l'integrale a secondo membro dell'equazione di Boltzmann e integriamo

rispetto a do':

1
fa

-1

Zﬂ2i+lzszj¢(z HOAP, ()P, (' )%&ch}gm(u,u )J-cos (p—0")]do'}du'=
Ooo 20 0

=2

0

2n

I3 2l R0 )+ 3 G b sl e
00

1P () j P, () §(z, 1')dp’

-1

Ora possiamo senz'altro sviluppare in serie di P,(n) su u €[-11] anche ¢(z,n) e S(z,u)

=Y 4@@ (2P, ()-
0

- 20+1
S(z,p) = Zg

S (2P, (W)
con:
1
6,(2) =21 [ P, (1) 6(z, ) dn
-1
1
S,(2) =2x [ P, (1) S(z,p)du.

Possiamo cosi scrivere 1'equazione monodimensionale di Boltzmann come

S, 1P, (u )””a“’g(z) > 220, @P, () - 0,(2)
0

1 0
(QUANITS ¥ 2t ;ls (2)P, (1)

2 20+1
Zg P 2m
0
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da cui

z (2€+1)MP(M) +22 20+1)P, (1) o, =
=, QUADP (W, b, + >, (2L+DP, (S,
0 0

Il termine pP,(p) si puo riportare ad un polinomio di Legendre con la formula di ricorrenza:

L+ P, () = (C+DP,, () + P, (1)

ottenendo

>+ DRG0+ P @IREHE S 4P G0 6, -
0 0

D QUDP(WZ, 0, +Z 20+ 1P, (WS,
0

Come ¢ noto le due serie sono identiche se e solo se sono uguali 1 termini corrispondenti. Dunque

possiamo scrivere in generale

2,0 S (1 0P ) L2 04 DR (0, = 21+ DR IZ, b + 21+ DR GS,
OVVvero
2@ D0+ (B2, ) 204D (2) =S, 24D

Naturalmente, per ¢ =0 il termine ¢, , =¢_, non c'¢ (e comunque sarebbe moltiplicato per zero).

Abbiamo pertanto un sistema infinito:

¢1

(X =Z50)00(2) +—"-=S5y(2)

(d(l)(’l(z)+(2€+1)[2—281]¢Z(Z)+%=(2€+1)Sg(z) f=1,.,L-1
dz ’ dz

L LDz, J0, () = 2L+ D8, 2
Z

In questo caso ci siamo fermati ad L equazioni, dove L dovrebbe essere infinito per avere una
rappresentazione esatta dell'equazione del trasporto. In questo caso, con L finito, si parla di

APPROSSIMAZIONE PL.
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Approssimazione Pl

Naturalmente, la prima approssimazione che viene da fare ¢ quella per L=1. Prima di procedere,

analizziamo 1 primi due termini dello sviluppo in serie di polinomi di Legendre del flusso ¢:

holz 2nj¢(z pdu = j¢<z 1,2 = 0(2)

4n

1
d(z)=2n[nd(zw)du= (oW d, 2=k [Q4(z1d,Q=k-J(2)=1,(2)

-1 4n 4n

Nel nostro caso, in cui abbiamo considerato un'unica coordinata spaziale, abbiamo J, =17,
pertanto abbiamo che ¢,(z) =J(z).

Troncando lo sviluppo in serie di ¢ al termine /=1 si ha

L2041 3 1 3
EANEDIY —<I>/(Z)P ()= ¢o(2)+—u¢1(2) =—®0(2)+——ul(z).
0 4 4 4n 4n
Consideriamo ora la sorgente. Nel caso di sorgente isotropa, cui ci limiteremo d'ora in poi, si ha
S(z,n) =S(z) =S,(z) Si(z)=0,v(=1

Scriviamo quindi il sistema per L=1

d¢1 (Z)

(X =2 0)9(2) + =S,(2)

E(I)O(Z) +3[2-2,101(2) =8,(2)

Cioe, per quanto appena visto:

dJ (z)

2,D(z)+———==8(z)

dd(z)

——+3[E-<py >2Z]J(2)=0
dz

Risolviamo estraendo J(z) dalla seconda equazione:

1 dd(z)

I(z)=—-
3E-<py>Z%,) dz
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in cui possiamo riconoscere la nota espressione per il coefficiente di diffusione:

1
C3(E—<py >3

e quindi riscriviamo la relazione trovata come

dd(z)

J(z)=-D

vale a dire la legge di Fick. Sostituendo nella prima equazione 1’espressione trovata per la

corrente otteniamo

2
Dd—?—Zad)(z) +S(z)=0.
dz

vale a dire I'equazione della diffusione per il caso MONODIMENSIONALE.

Da notare che per £, << X si ha che

[Z—<py >Z]=32(-<py >)=3%,.

V.2 Neutroni polienergetici

Veniamo ora al caso di neutroni polienergetici, sempre mantenendo l'ipotesi di stazionarieta.

Riscriviamo l'equazione di Boltzmann per neutroni polienergetici:

Q-Vi(x,E, Q) +Z(E)d(x,E, Q) = T [Z,(E'> E.Q' - Q)6(x, B, @)dE'd, Q' +S(x, E, Q)

04n

Vediamo dapprima un caso particolare assumendo le seguenti ipotesi:

e mezzo diffondente omogeneo e isotropo esteso ad R*, con scattering isotropo nel sistema

del laboratorio;

e sorgente omogenea e isotropa di Q [ } con distribuzione energetica S(E), cioe

Cl’l’lSS

S(x,E, Q) —>Q-S(E).
Sia inoltre

O(B) = limy Ly | [0(x.E. 0,2 d,x

Vin
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Facciamo il bilancio dei neutroni considerando 1 seguenti termini:

rimozioni

= 3(E)¢(E)dE
cm S
&fioni =[QS(E) + TZS(E'—> E)$(E')dE"|dE
m S 0

Allo stato stazionario le perdite devono uguagliare le produzioni. Pertanto il nostro bilancio di

particelle diviene:
Z(E)$(E) = IZS(E'—> E)¢(E")dE'+QS(E) (**)
0

Per risolvere questa equazioni occorrono informazioni riguardo alla distribuzione energetica della
sorgente e al kernel di scattering.
1. Come sorgente esterna prendiamo una sorgente monocromatica che puo essere efficacemente

rappresentata con la funzione delta di Dirac:
S(E) = 8(E ~E,)

2. Per il kernel di rallentamento possiamo invece scrivere
1 1 1 1
L (E) ——— per aE'<E<E
2 (E'>E)= E'(l-a)

0 altrimenti

che si puo anche scrivere:

5 (B> E)= ZS(E'>ﬁ[U(E—E) —U(E'—g)] .

Ricorriamo ad una teoria classica (Vedi V. Boffi, Fisica del reattore nucleare, Parte I, La teoria
integro-differenziale): scomponiamo il flusso ¢ in due parti, il flusso ¢, degli "incollisi" (detto
anche flusso "vergine"), cio¢ neutroni che dopo l'emissione dalla sorgente non hanno ancora
subito collisioni, ed il flusso y dei "collisi", ossia neutroni che hanno subito almeno una

collisione. Pertanto:

O(E) =0, (E) +y(E).
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Consideriamo ora il bilancio di neutroni per quanto riguarda il flusso vergine allo stato

stazionario, uguagliando, come visto, le produzioni alle perdite:
QS(E) = Z(E)¢, (E)

Infatti:

1) 1 neutroni cambiano energia soltanto collidendo; gli incollisi mantengono I'energia con cui

sono stati emessi.

i1) Ogni collisione rimuove il neutrone dal numero degli incollisi, in quanto i neutroni

2, (E)d, (E) che vengono assorbiti nell'unita di volume e di tempo spariscono dal sistema,

mentre quelli che subiscono un'interazione di scattering X (E)d,(E) spariscono dal

sottoinsieme degli incollisi per passare tra i collisi (2(E) =2, (E)+Z,(E) ).

Quindi troviamo subito

_ QS(E)
o, (E)= S(E)
Possiamo quindi riscrivere il flusso come
_ QS(E)
o(E) = >(E) +¥(E)

e introducendolo nella (**):

QS(E) T | QS(E") S
B ‘P(E)} = ! s (E'> E)[ @) T ¥(E )}dE +QS(E)

zm{ZE

da cui semplificando:

0

(E)y(E)=[%,(E>E)¥ E)dE'+Qj E_’)E) S(E'\E!

utilizziamo ora I’informazione S(E) = S(E — EO) € poniamo per comodita:

2. (E
)-S5

dove ¢(E)<1. L’equazione in discorso diviene dunque:

>(E)¥(E)= TZS(E')H(E'—> E)¥(E')dE' 0 ZS(E')H(E'—> E)5(E'-E, )dE'

;  Z(E)
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OVVvero
o0

»(E)y(E)= j >, (E)I1(E'> E)¥(E')E' + Q ¢(E, ) II(E, - E)

Utilizziamo ora la seconda informazione:

5B E)=3,(E) [U(E-E)- UE-2)].
o

E'(l-a)

Esaminiamo questa espressione per il caso E'=E

%, (g J1(E, — E)= %, (Eq) =~ [U(Eg ~ )~ U(E, ).

Eo(l —oc)

Facciamo uno schizzo delle funzioni U coinvolte:

A
14— _
|V U(E-E)
|
: E/a
E i
|
v
| U(E-E) - U(E-E/a)

In particolare quindi per H(E0 - E) vediamo che, come sappiamo,

=,(E, > E)={Eo(l-a) o
0 altrimenti
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Distinguiamo percio 2 casi:

» Se EXE,<E/a,ovvero aE, <E <E, che ¢ lo stesso, allora

(B, >E)= 2,(Ey)
Eo(l-a)
» Se E;>E/a, ovvero E <aE, che ¢ lo stesso, allora

2(E, > E)=0

il che ¢ logico, infatti in una collisione il neutrone non pud scendere sotto oE,, quindi le
collisioni ad E, non possono dare contributo al di sotto di aE,,.

Un’altra considerazione: poiché i neutroni nascono con energia E, e gli scattering possono solo
degradare I’energia, nel sistema non vi possono essere neutroni con energia maggiore di E,.

Pertanto, I’integrale esteso a [0,00) in realta ¢ esteso a [0, EO], poiché lI’(E')EO per E'>E,.

Quindi:
R 1 E._ dE'
j > (E)I(E'> E)¥(E')E' = —— j > (E')¥(E")[U(E'-E)- U(E'-=)] —
5 l-a 0 o E
min[Eq,E/a] ,
- e
l—o % E'
Infatti si danno 2 casi:
E/a<E, | E/a>E,
1 ' l'integrazione ' 1
U(E-E) - U(E-E/a) fissoqu,  UE-E)-UE -E/o)
- e 1+~ —_ 7
|
- > I
! . OK | i |
| | | | |
|
I
E E/a E, F E E, E/a E
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In definitiva abbiamo due casi:

» oE,<E<E,

(1-a)E, 1-a E'
» E<aE,
1 e dE’
2(E)¥(E)=— [ =(E)w(E)
-o E

od anche, introducendo la densita totale di collisioni dei neutroni non vergini

F(E)=2(E)¥(E)

. CQo(By) 1 dE

(*) F(E)—(l_a)E0 l_aic(E)F(E)—E' aE,<E<E,
o F(E)=—— T E FE')—dE' E <aE

(**) ()_I—OLIJ;C( ) F( B <ak,

V.3 1l rallentamento continuo

Introduciamo la variabile LETARGIA: essa ¢ definita con riferimento ad una energia E,

solitamente 1’energia di sorgente, o comunque la piu elevata presente nel sistema:

uzlnE

ovvero possiamo esprimere I’energia in funzione della letargia come
_ —-u
E=E.e
Ricordando il decremento medio logaritmico di energia

E|
()

vediamo che questo ¢ al tempo stesso I’incremento medio di letargia per ogni urto.
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Se un neutrone nato con energia E, ha subito N collisioni, la sua letargia sara divenuta

(mediamente)

uy =N¢ = Ey =E,e ¢
facciamo la differenza di energia tra ’'N-esimo ed il successivo:

AEy,, =y, —Ey = Ege N B e e =B e Ne(e 1)
Per N =0 la stessa formula porge:
AE, =B, —E, =Eoe ¢ ~By =Byl -1)

e possiamo quindi riscrivere:

AEy,, =E et —1)e N =AE e ¢

Vediamo quindi che mentre la variazione di letargia per ogni urto ¢ (in media) costante, nel senso

che non dipende dalla letargia posseduta prima dell’urto,
U’dopo =u prima +§ vuprima
la variazione di energia diventa sempre piu piccola al diminuire dell’energia di partenza. Come
gia sapevamo: infatti la perdita massima di energia in un urto ¢ AE . = (l - OL)E' .
Valutiamo ora il tempo tra una collisione e la successiva. Abbiamo gia accennato al fatto che

ZS(E) ¢, con buona approssimazione, all’incirca costante con E. Il libero cammino medio quindi,

trascurando 1’assorbimento, rimane anch’esso circa costante:

A=A = ~ costante
z,(E)

Il tempo medio tra due collisioni, che possiamo scrivere come

A

t~ S
\'%

diventa sempre piu lungo al diminuire della velocita. Pertanto, se

>

._,
1
|

<
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¢ il tempo che occorre (in media) ad un neutrone uscito dalla collisione j-esima con velocita v; per

subire una successiva collisione, la (j+1)-esima, il tempo complessivo per arrivare alla collisione

(n+1)-esima possiamo calcolarlo come
j=n j=n 1
trall = zt_] = 7\452—
i=0 =0V
Peraltro, sappiamo che

percio se riportiamo InE in funzione del tempo abbiamo una curva a scalini, con gradini di

A
altezza costante & e larghezza crescente — .

Vi

L’approssimazione del rallentamento continuo consiste nel sostituire la curva a gradini con una

curva liscia come quella tratteggiata in rosso.

In(E,)
In(E,) +
. ___:_'\‘
: L~
~,
__}——:—__: \,\’
__I——i———}———_ ‘\.-
I | P~
I T O B e _
T | . — =k
1—F— T = .
L | I | L
] T I T T 1 —
t; ottty t

Se un neutrone al tempo t ha velocita v(t)= \/ZEit)/ m , nel tempo dt successivo a percorrere
una distanza V(t)dt. Se A, ¢ il libero cammino medio di scattering, nel tempo dtil neutrone

subisce un “numero di urti” dn dato da
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e poiché in ogni urto acquista una letargia (ovvero perde logaritmicamente un’energia
9

possiamo scrivere:

a9 pgno ¥ & 2E(1) o
E }\‘s 7\,5 m
Oovvero
d—]§=—£ 3dt = dt:_K_ d_E
Er A im e V2 g

da cui integrando tra E, ed E, otteniamo il tempo necessario al neutrone per rallentare in modo

“continuo” dall’energia E, all’energia E,, tempo che chiameremo t

tral E,

faete 3 [

0 EV2 ;g2
L \/7 (1 1
rall = \/— \/— é v, v,

In particolare, se v, >> v, possiamo dire semplicemente

rall

Pertanto otteniamo

2 1

trall =
& v,

Ad esempio, siano E; =2MeV e E, =0.025eV : ¢ chiaro che v, >> v, e quindi

2 A

S

il :EZ.ZXIOS cm/s

Ricordiamo che il tempo di diffusione, t € dato da

1 A,
L.V 2.2x10° ecm/s

Laier =

e il rapporto tra i due tempi si calcola immediatamente come

tdiffzék_a
tar 2 A

rall
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Poiché in zona termica A, /A >>1, seppure £/2 <1 abbiamo che tale rapporto, per i moderatori

usuali, ¢ dell’ordine di 100: la vita del neutrone ¢ spesa quasi tutta nella diffusione.

Valori del tempo di rallentamento e del tempo di diffusione in un mezzo infinito

Moderatore

trall [S]

Acqua

10

Acqua pesante

3.2x10°°

Berillio

7%x107

Grafite

Tratto da V. Boffi, Fisica del reattore nucleare, Vol.2, tabella 11

15x107°
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pagina intenzionalmente vuota
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VI. LA TEORIA DELL’ETA DI FERMI

V1.1 1l caso senza assorbimento

Riscriviamo 1’equazione del rallentamento per E < oE, e per il caso c(E)=1

1 E/a dE'
F(E)=—— [ F(E)—
)=, ]

La soluzione, come ¢ facile verificare, ¢ del tipo

dobbiamo quindi determinare la costante C. Ricordiamo che F(E')dE' rappresenta il numero di
neutroni che, possedendo energia compresa nell’intervallo [E',E'+dE'], subiscono interazione,
quindi nel presente caso di ¢(E)= 1, subiscono collisione elastica.

Ricordiamo che, in accordo col modello di scattering elastico visto in precedenza, la densita di

probabilita per I’energia dopo 1'urto ¢

1

— E E"E'
B ©olEr

[I(E'> E)=
0 altrimenti

Facendo riferimento al caso E'< E,, possiamo dire che la probabilita che dopo I’urto un neutrone
si venga a trovare ad una qualunque energia compresa nell’intervallo [ocE',El ], con
E e [OLE',E'], ¢ data da

E,-aE'

P(E e [aE',El]):m

(attenzione: ¢ una PROBABILITA, non una densita di probabilita).

A partire da questo, vogliamo calcolare la cosiddetta DENSITA DI RALLENTAMENTO q(Eb ), cio¢ il
numero totale di neutroni che nell’unita di volume e di tempo scende sotto I’energia E,. Vale a

dire che invertiamo il problema: se richiedo che il neutrone dopo lo scattering abbia energia

uguale o inferiore ad E,, da quali energie posso partire? Come sappiamo, da qualunque energia

compresa tra Ey, ed LE;.
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Per ogni energia di partenza E'e [Eb,éEbJ avremo una probabilita di scendere sotto I’energia

E, datada

Eb —aE'

P(E'—)E <Eb):m

Calcoliamo il numero di neutroni che nell’unita di volume e di tempo scende sotto 1’energia Ey,
che chiameremo DENSITA DI RALLENTAMENTO q* (Eb), dove abbiamo aggiunto un asterisco per
ricordarci che stiamo considerando il caso senza assorbimento. Procediamo cosi: per ogni
intervallo infinitesimo di partenza [E',E'+dE'| avremo un contributo dq(E, ) dato dal prodotto tra

il numero di collisioni per unita di tempo e di volume e la probabilita che in seguito a tali

collisioni i neutroni scendano sotto la soglia Ey :

Eb —oE'

dq(Ey )= F(E')dE'xm

Integrando ora su tutte le energie possibili, vale a dire E'e [Eb ,éEbJ, otteniamo

E,/a
1 b E, —aE'
a*(E®)-—— | RE)
Ey

Se inseriamo in questo integrale 1’espressione F(E):E trovata poc’anzi, e ricordando

. . . _ o 1
I’espressione per il decremento medio logaritmico § =1-——In—,

—o o
q*(Ep)=C-¢
(calcolatelo come esercizio); pertanto (nel caso considerato c(E)=1, cio¢ assenza di

assorbimento) q*(E) ¢ costante a tutte le energie.

Ora, osserviamo che in assenza di assorbimento tale numero, costante ad ogni energia, deve

uguagliare il numero di neutroni da sorgente:

neutroni neutroni
*(E) s -5

cm” —s cm” —s
da cui si trae immediatamente il valore della costante C:

c=Q

g
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In definitiva possiamo dunque scrivere

Q1
FE)=——
od anche, riferendoci al flusso colliso,
Q
Y(E)=——
®) EEZ(E)

Diciamo anche, senza ricavarlo, che in termini di letargia possiamo scrivere
% — —
q*(u)=&F(u) =& 2(u)¥(u)
Continuando a considerare il caso senza assorbimento, osserviamo un intervallo generico

[u;,u,]: in assenza di un contributo diretto dovuto a una sorgente esterna, I’unico termine di

sorgente presente in questo intervallo sara quello dovuto al rallentamento. Avremo come al solito
un contributo positivo (i neutroni che rallentando “entrano” nell’intervallo cio¢ superano la
letargia u;) ed uno negativo (quelli che ne “escono”, cio¢ superano la letargia u, ). Per meglio
spiegarci, consideriamo 1 neutroni che superano, a seguito di una collisione, la letargia u,: tra
questi ve ne saranno alcuni che la supereranno di poco, altri che la supereranno di molto,
superando cosi anche la letargia wu,, quindi senza fermarsi nell’intervallo che stiamo
esaminando. Pertanto il numero di neutroni che nell’unita di tempo e di volume appariranno entro

I’intervallo sara dato da quelli che superano la letargia u; depurati di quelli che superano anche
la letargia u, : questi ultimi infatti sono compresi nel valore q*(u,) oltre che in q*(u,) e quindi
la sorgente netta sara data da q*(u;)-q*(u,). Veniamo ora ad un intervallo generico ma
infinitesimo [u,u+du], la sorgente sard dunque data da q*(u)—q*(u+du). Sviluppiamo tale

espressione:

Q<u>du:q*<u>—q*<u+du)=q*<u)—(q*<u)+%<“)du]=—%(“)du

Vediamo I’equazione di diffusione per il caso presente, cio€ senza assorbimento;
DV?¥(X,u)+Q(X,u)=0

Considerando la sorgente di rallentamento appena vista possiamo dunque scrivere

2w(— .\ O *(i,u)
D(u)V ‘P(x,u)—qT
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Ma ricordando 1’espressione di q*(X,u)

q*(%,u)=& Z(u)¥(X,u)

Possiamo estrarre il flusso:

_ _q*(Xu)
YT

possiamo comporre quest’ultima con 1’equazione di diffusione ottenendo:

m:D(u)VZ q*(i,u)_ D(u) qu*(i,u)

ou §2(u)  &x(u)
Definiamo ora la nuova quantita seguente, detta ETA DI FERMI:
dr = D(u) du
& 2(u)

introducendola nell’espressione precedente, con semplici passaggi si ottiene 1’EQUAZIONE

DELL’ETA di Fermi in forma ristretta (cio¢ per mezzi non assorbenti):

8q*(ir)zvzq*(ir)
ot

V1.2 1l caso con assorbimento
Se ¢ presente I’assorbimento 1’equazione di diffusione diviene:
DVZ¥(X,u)-2, (u)¥(X,u)+Q(X,u)=0

e occorre considerare la densita di rallentamento in presenza di assorbimento (quindi la

scriveremo senza asterisco):

da cui

DV2¥(X,u)-2, (w)¥(X,u)= @

Si tratta ora di definire q(i,u) in questo diverso caso. Supponiamo di poter estendere la

definizione data in precedenza, e continuare a scrivere

q(X,u)=¢€ 2(u)¥(X,u)
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E chiaro che quanto diremo sara vero solo nella misura in cui ¢ valida questa relazione tra flusso
e densita di rallentamento. Per il momento la accettiamo, vedremo presto una derivazione piu
stringente  dell’equazione dell’eta in forma completa. Possiamo comunque darne
un’argomentazione fisica, seppur molto qualitativa, che la rende plausibile. Riscriviamola in

termini di energia:
q(X,E)=£EX(E)¥(x,E)
ora riordiniamola e moltiplichiamola per dE:

>(E)¥(X,E)E = @%E =q(X,E)

dlnE

.. dlnE . . o - .
La quantita ¢ il rapporto tra il decremento logaritmico nell’intervallo e il decremento

medio per collisione, possiamo quindi vederlo come la frazione di quei neutroni che scendono
sotto E che rimane entro dE. Il secondo membro dell’equazione rappresenta quindi il rateo a cui i
neutroni vengono resi disponibili in dE. D’altra parte, il primo membro rappresenta i neutroni che
vengono ‘“consumati” nell’intervallo dE, 1’equazione propone dunque un bilancio che deve essere
approssimativamente valido (I’approssimazione non ¢ nel bilancio, chiaramente: quest’ultimo
deve sempre essere verificato allo stato stazionario; I’approssimazione ¢ nel calcolo del termine
di “produzione”).

Con il procedimento gia visto otteniamo

@ V(% 7)— %‘((TT))C[(X,T)

Siamo ulteriormente rassicurati, almeno in parte, dal fatto che 1’equazione completa cosi scritta si
riduce a quella trovata prima quando si fa tendere a zero 1’assorbimento.

Possiamo pensare di cercare una relazione tra q(X,t) e q*(X,t). Forse & possibile scrivere
q(x,7)=p(t)-a*(%.7)

con un’opportuna scelta di p(r). Possiamo cio¢ tentare di scegliere la funzione p(‘t) in modo tale

Z,(7)
()

venga incorporato nella funzione p(t)). Inseriamo quindi la posizione sopradetta nell’equazione

che nell’equazione dell’eta il termine (i,r) sparisca (o meglio: in modo tale il suo effetto

dell’eta:
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T e LIRS 55 SRR VE T 1 L PO

dr ot D(r)

Poiché q*(i,r) verifica 1’equazione dell’eta in forma ridotta, abbiamo che nell’equazione qui

sopra possiamo semplificare 1 termini identici:

AT 5 SRS

ot

rimanendo con

a*(x, )dﬂ(r) _%((:))P(T)q*(if)

e in questa possiamo ancora semplificare il fattore q*(X,t) (che ¢ diverso da zero) ottenendo

infine

dt D(r)

dp(c) =, (T)p(T)

L’equazione per p(r) con la condizione p(O):l porge:

p(r) = eXp{_ j' %((tt)) dt}

Pertanto possiamo costruire la soluzione come prodotto, cio¢:

e risolviamo I’equazione in forma ridotta trovando q* (i, r)

’C
e calcoliamo p(t exp{ }
oD

T
e infine scriviamo q(X,t) come prodotto: q(X,t)=q*(X,t xexp{ J.z]:)a }
0

E chiaro che si avra sempre q(X,1t)<q*(X,1)

Possiamo ancora ricalcolare p(t) come funzione della letargia:

vl i

che forse ricorderete essere la formula di Wigner per il fattore di trasparenza.
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VI.3 Presenza della sorgente

Premettiamo che la densita di rallentamento esiste indipendentemente dalla sua relazione con il
flusso: ¢ vero che ¢ stata inizialmente derivata nelle ipotesi di assenza di assorbimento e di
distanza dell’energia presa in considerazione dall’energia iniziale di sorgente: tuttavia quello che
dipende da queste ipotesi ¢ la forma di q(i,E) - OVVero q(i,u) - e come questa sia legata al
flusso. Se queste ipotesi non sono verificate la relazione trovata cessa di essere vera (o comunque

va ricavata ex novo), ma la quantita “densita di rallentamento q(i,u)” continua ad esistere, e la

sorgente locale dovuta al rallentamento continua ad essere data dalla derivata di tale quantita:

Qrall (i, u): _@

Cid premesso consideriamo il caso in cui una sorgente esterna (cio¢: non di rallentamento) sia

presente, diciamola S(i,u) . Inseriamo questa nell’equazione di diffusione:

DVZ‘P(i,u)— z, (u)\{f(g,u)+ S(i,u) _ 8(15;&)

Se a questo punto accettiamo ancora una volta la solita relazione densita di rallentamento —

flusso, vale a dire:

da cui

Quindi, ricordando che q(i,u) NON ¢ una densita in letargia (cioe¢, non ¢ per unita di letargia ma
solo per unita di volume e tempo) e pertanto q(i, 1:) = q(i,u[t]), mentre la sorgente E per unita di

letargia (oltreché per unita di volume e tempo) e quindi S(i,r)dr = S(i,u)du da cui (v. cap. VII)

S(.7)= s(x,u){ﬂ}_l 82 g )

du

VI-7



Prof. Ing. Domiziano Mostacci — Appunti di Trasporto di particelle e radiazioni

e quindi

8q(x,7)
ot

qu(i,ﬂ:)— q(i,ﬂ:)+ S(i,t):

%, ()
D

Ancora una volta possiamo dividere il problema in un calcolo di q*(X,1) e del fattore p(t):

V2q*(X,1)+S(X,1)= 561’;—(?,1)
T

p(r) = exps— j ZI;‘((:)) dt

Dopodiché la soluzione si otterra anche in questo caso come prodotto.

V1.4 Applicazioni dell’equazione dell’eta

Come discusso sopra, 1’obbiettivo ¢ risolvere 1’equazione nella sua forma ristretta, cio¢ senza
assorbimento; trovata la densita di rallentamento in assenza di assorbimento q*(X,t) si risale poi
alla soluzione completa moltiplicando per il fattore p(r). Occorre pero specificare le condizioni
al contorno (riguardanti la variabile spaziale) ed “iniziali” (riguardanti ’eta). Per quanto riguarda
le condizioni al contorno basta considerare da dove siamo partiti — ’equazione di diffusione: ¢

implicito quindi assumere le medesime condizioni di questa

mezzo infinito : limg . q* (i, 7:) =limg_,, Vq* (i, 7:) =0
mezzo finito : q*(X, +fi-d,7)=0

avendo indicato con X, +n-d il contorno estrapolato (X, contorno fisico, n normale locale al

contorno fisico, d distanza estrapolata); per la variabile eta avremo invece le condizioni “iniziali”
(non ¢ un tempo, come sappiamo, ma la struttura matematica dell’equazione ci spinge a
chiamarle lo stesso “iniziali”’), considerando come fatto fin qui una sorgente monocromatica

all’energia di riferimento 8(E -E, ), quindi a letargia zero S(u), quindi a eta zero, 8(1:)

1imt—>0— q * (X’T) = 0

{anm q*(x.1)=Q(x)

Affrontiamo ora alcuni problemi, cominciando dal caso di mezzo INFINITAMENTE ESTESO.
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Sorgente puntiforme monocromatica in un mezzo infinito

La sorgente, pensata anche come origine delle coordinate, avra la forma QOS(X)S(r), scriviamo

dunque I’equazione dell’eta;

_09*(x%,7)

Vg (5% 9)+ Quolxple)= 20

facciamo subito la trasformata di Laplace dell’equazione e delle condizioni al contorno:

{Vzﬁ(i, s)+ QOS(X) = sﬁ(i,s)

limi—mo (NJ(X,S) = hmi—)oo Va(i’s) =0

Facciamo poi la trasformata tridimensionale di Fourier (nei fatti, si tratta di 3 trasformate: su x, su

yesuz)
2= =~/
-0°q(@,5)+ Qg =sq(®,s)
troviamo successivamente:
2

T
= Qo

q(@,s)= 5 = 4(®,7)=Qqe” = q*(i,ﬂ:):&;e_“7
S+® (47‘5’[)2

(1)2‘5

dove si ¢ indicato con r il modulo del vettore posizione X. Pertanto, la soluzione ¢ una gaussiana
tridimensionale, a simmetria sferica come ¢ logico, che si allarga (e si schiaccia) all’aumentare
dell’eta. Ad eta 0 (cio¢ all’energia di sorgente) la gaussiana ha larghezza nulla e altezza nfinita
(ciog, ¢ una delta), al crescere dell’eta tende ad avere larghezza infinita ed altezza zero.

Vogliamo ora calcolare il valor medio della generica potenza ennesima della distanza percorsa da

un neutrone prima di raggiungere un’eta predeterminata, chiamiamola 1. La probabilita che il

neutrone attraversi ’eta 1, a una distanza compresa in (r,r +dr) ¢ data da

r2

Ple, in (r,r+dr)]= Ooq(r,ro)4nr2dr _ p(t,)q*(r,t, )4nrdr _ q*(r,7,) r’dr _e o r’dr

0 - 5
Iq(r,ro)4nr2dr IP(To)Q*(r, 1o )4nridr Iq*(r,ro) r2dr 2 (%, )
0 0 0

e dunque
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In particolare troviamo la distanza media e la distanza quadratica media per raggiungere 1’eta t:

w 1
jre 4t 4 24r

4
N=l——s—=—rit
e SN

2

o0
Irze 4t 124y
o

< > Z\ET%

=67

Considerando in particolare I’eta termicaty,, la quantita ./ty viene detta lunghezza di

rallentamento. Essa ¢ il contraltare relativo al rallentamento di quello che la lunghezza di
diffusione L ¢ appunto per la diffusione. Vediamo una tabella con le eta termiche e le relative

lunghezze di rallentamento per alcuni moderatori, calcolate per la consueta energia di sorgente

paria 2 MeV e I’energia termica pari a 0.025 eV (cf. Boffi, pg. 658).

Eta termica e lunghezza di rallentamento

Moderatore

Sorgente piana infinita sul piano x-y, mezzo infinito
La sorgente avra la forma Q.5(z)3(t), dove Q, ha le dimensioni di una sorgente superficiale

cm™ —s™!, scriviamo dunque I’equazione dell’eta;

V2q*(z,1)+ Qua(z)p(s) = 245 2)

loks
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anche qui, facciamo subito la trasformata di Laplace dell’equazione e delle condizioni al

contorno:

{Vzﬁ(z, s)+ QSS(Z) =s ﬁ(z, s)

limg .., (z,s) = limy_,, Vq(z,s)=0
Facciamo poi la trasformata di Fourier sulla variabile z:
- mza(m, s)+ Qg =s a(m, s)

e al solito troviamo successivamente:

q(e.s)= Q52 = c~1(m,r):QSe_‘”2T = q*(X1)=—e 4
s+ 4nt

Equazione omogenea in mezzo finito

Partiamo come al solito dall’equazione in forma ridotta, ma senza sorgente:

_ 0q*(X,1)
Viq*(X,1)=——

q*(X,+1-d,1)=0
tentiamo una soluzione per separazione delle variabili: poniamo q*(X,t)=R(X)T(t)

dT(t)

T(t)V*R(X) = R(X) "

R(X,+0-d)=0

Da cui separando le variabili:

dove B? ¢ la costante di separazione. Troviamo dunque per la parte spaziale

VZR(X)=-B*R(X)
R(X,+fi-d)=0
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un’equazione agli autovalori, con autovalori B2 e corrispondenti autofunzioni R (X), mentre per

la parte relativa all’etd scriviamo immediatamente (a meno di una costante che riassorbiremo

nelle autofunzioni spaziali)

T, ()= B

In definitiva la soluzione piu generale sara data come combinazione lineare:

q*(%1)=3 C,R,(X)e B

Vediamo subito un esempio:
Sorgente piana infinita sul piano x-y, entro una lastra estesa in (— a,a) (inclusa la distanza di
estrapolazione):

In questo caso la sorgente ¢ la medesima del caso infinito, e pertanto I’equazione dell’eta rimane

quella vista:

i EY _ aq*(Z’T)
7920+ Qdlzp(r) ===

inoltre trasformando secondo Laplace nella variabile eta ritroviamo 1’equazione trasformata del

caso precedente. Tuttavia sono cambiate le condizioni al contorno:

2
2.9+ Qu3(e) =5z

d(+a,s)=0
In geometria finita non possiamo evidentemente ricorrere alle trasformate di Fourier, conviene

invece utilizzare le autofunzioni spaziali dell’equazione omogenea sviluppando in serie di queste

ultime:
d(z.s)=3 An()R,(2)
Qd(z)=2. QuR,(2)

e inserire tali sviluppi nell’equazione dell’eta (trasformata)

TS AR+ Y QR ()=53 AR, (2)

dZ2 n
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trovando successivamente:

- BiA,(s)R
= Z (B2+S)A

z)+ ZnQan(z) = sZnAn(s)Rn(z)
)=, QuR,

= 3 (B2 +s)r,6) Qn]R ()=0

=X (BlzlJrs)An(s)—Qn = A,(s)= Q,

Da qui possiamo ricostruire la funzione:

e antitrasformando

R

)=

nB2+s

2,1)=2, QuRy (2)e "

nel caso presente gli autovalori e le autofunzioni sono, come ¢ ormai noto,

B, =(2n +1)2i
a

R, (z) =cosB,z

e le costanti dello sviluppo della sorgente:

Troviamo infine:

J.Q 8(z)R ,(z)dz
Q, = =—

j R,

q(z.7)= &Zn cos(B,z) e “Bit
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pagina intenzionalmente vuota
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VII. SOLUZIONE IN GEOMETRIA NON PIANA

VII.1 Le armoniche sferiche

Le armoniche sferiche sono funzioni di 9 e ¢ che formano un insieme ortogonale completo. La

definizione generale ¢ la seguente:

P (Q)=P, (9. 0)= /(_ym )i(_l);(mm) P‘;“‘(cos 9)cme

(sin9)™ d“m(cos2 9- IY
02" d(cos9) ™

in cui

le‘ (cos9)=

nella figura seguente sono rappresentati i quadrati dei moduli delle armoniche sferiche dei primi

tre ordini:

YL(8, 6
":'._ir

DGR
5 |

LG TR G N SIC )  (
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Queste funzioni godono, tra le altre, delle seguenti utili proprieta:

1) Relazione tram e —m:

PE,(—m)(Q) = (_ l)m CC[Pf,m (Q)]
intendendo con CC il complesso coniugato.
1) Ortogonalita:

47 5y, -5

LTEPk,n (Q) CcC [Pﬂ,m (Q)] dZQ = LT[CC [Pk,n (Q)'Pé,m (Q)]dzg = m s n,m

dove 6 ¢ il solito indice di Kronecker.

Vediamo le prime armoniche sferiche:

3cos? 91
Poo =1 Py o T,
P g =cos$ Py = _\/gei(P cos 3 sin9

—e'? | 3 2¢ .2
Pl,l = \/E SIHS PZ,Z = ge Sin \9‘

(si riconoscono subito i polinomi di Legendre di ordine 0, 1 e 2. Infatti P, (Q)=P,(cos 9)!1).

Facciamo un breve inciso. Ricordiamo le espressioni delle tre componenti del vettore Q:

Q, =sen3cos; Q, =senYsen @; Q, =cosd

Notiamo subito che
Py (Q) =Q,

d’altra parte:

P1,i1(9)=$—sen86iiq) :$—[sen8cosq)iisenSSen(p]:i%[ﬁx iiQy]

e viceversa:

_ P_i(Q)-P, (@), O = P _i(R)+P (@)

3 1 b
i V2 g V2

Proviamo ora a sviluppare la generica funzione f (Q) =f (8, (p) in serie di armoniche sferiche:

Q

Q, =P ,(Q)

2 & 20+1
f(ﬂ) = z Ez m?ff,mpf,m(g)
0 -/
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Come al solito formiamo il prodotto scalare:
(Pa(@t(@)= [, CClpy (@) (), 0
abbiamo quindi:

4758ka8n’m
2k +1

0 ! 20 +1 X £ 20 +1
<Pk’n(ﬂ)‘f(ﬂ)> = Z gz m 4: ff,m<Pk,n(Q)‘ Pé,m(g» = z fz m 4: fo.m
] 0 -t

da cui traiamo immediatamente
fk,n = <Pk,n(g)‘f(g)>

come ci si poteva aspettare.

VII.2 Sviluppo in serie del flusso

Applichiamo ora I’analisi precedente al problema generale dell’equazione integro differenziale
per i neutroni, che nell’ipotesi di mezzo omogeneo e isotropo, € di simmetria azimutale dello

scattering diventa:

F§+ Q.V+ Z(E)}f(i,E,Q,t): j > (E'—> E,Q.Q)f(X,E',Q',t)dE'd, Q'+ S(X, E,Q,t)
\'%

In primo luogo esprimiamo la funzione di scattering. Diciamo, senza pretesa di dimostrarlo, che

P, (Q * Q') = z m Pé,m(ﬂ) -CC [Pﬁ,m(ﬂ')]

Ora, inserendo questa espressione nell’integrale di scattering otteniamo, riordinando un po’,

2041 al 3
I = .[Z 4 4;_: ES,E(E'% E) Z m Pg’m(ﬂ ) ~[41r CcC [Pg’m(ﬂ' )] f(X, E', Q', t)dzﬂ' dE'
0 —/
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ma P’integrale su Q' ci da proprio f, ,, il coefficiente dello sviluppo in serie di f, quindi

2 20+1 , & _ ,
Isc :IZE Ar ZS,E(E %E)l:z m Pf,m(g)'fﬁ,m(X’E ’t) dE
0 -/
Ora, se sviluppiamo in serie il flusso angolare f ed anche la sorgente otteniamo:

o 40
F%JFQ-VJFZ }z z m 2€+1f[m X E t) Pﬁm(g)_
\%

o0 +/ 2€ 1
=5, L sﬁm X,E,t)- P, (@ )+ (VII-1)
0 —/

o & 2041 , _ ,
+>, z " Pgm )| = (E'> E)-f, 1 (%, E',t)-dE
0 14

Come al solito, troncheremo poi ad un ordine L, ottenendo anche qui un’approssimazione Py.
Vediamo per L=1, cio¢ poniamo tutti i coefficienti = 0 per ¢>1. Prima di procedere pero

investighiamo il significato dei termini interessati.

fo0(CE,t)= ], f(REQ1)-CC[Py,(@)]d, 2= [ (% E.Q,1)-1d,Q=0(%E,1)

cio¢ il flusso per unita di energia, o spettro energetico.

fio(%.E,t)= Lnf(i,E,Q, t)-cos 9 d,Q = Lnf(i,E,Q, t)-2.Qd,Q =

:i.Lnf(i,E,Q,t)-QdZQ:Q-J(X,E,t):JZ(X,E,t)

£ E)=[ _CClp@)]f(&E Q1) d,0=F %,EQ,0)-(Q, 7iQ, [, =

Ll

1 _ A n X F1iy _
:i—Lnf(X,E,Q,t)-(xily).QdZQ=$(X+IY)-Lnﬂ'f(X,E,Q,t)dzﬂ:

V2

1, (X,E,t)Fi] (X,E,t)
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peraltro possiamo invertire queste relazioni e trovare

fi 1 (%, E, 1) (%,E 1)

f“(x E t)ﬂl l(x E t)

in2

J,(X,E,t)=f (X, E,t)

I (X,E,t)=

J(XE)

Ora possiamo calcolare il flusso angolare nell’approssimazione P;:

_ 1
f(X,E,Q,t)= = — 0,0 (X, E,t)+ Zm P (@) (X E t)=

3[1,-i1, Q +iQ, T, +il, Q, —iQ,

NN

! ®(X,E, t)+

I A= B

Ovvero, fatti i necessari passaggi:

+QZJZ}

f(X,E, Q,t):ﬁd)(i,E,t)Jr%Q -J(X,E, t)

Infine, per la sorgente troviamo:
S0 E,t)= [, SEEQ,1)-CC[P,(@)]d,2= [ S(X.E.,1)1d,2=S(X,E.1)

vale a dire la sorgente complessiva, sommata su tutte le direzioni.

VIIL.3 L’equazione integro-differenziale del trasporto nell’approssimazione P1

Riprendiamo ora 1’equazione del trasporto, eq. (VII-1). Possiamo pensare di moltiplicare ambo i

membri per CC [Pk n J e di integrare su d,Q . Otteniamo cosi, tenendo conto delle relazioni di

ortogonalita:
> L2041 3
ZEZ m |:_[CC[Pkn )]pr,m(g)dzﬂ 'Vfﬁ,,m(X,E,t)Jf
0

+ [lg + Z(E)}fk,n (X, E, t) = Sk,n (i, E, t)+ .[Zs,k (E'_> E) fk,n (X, E', t) .dE' (VH-3)
v
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L’integrale a primo membro non ¢ semplice da calcolare per il caso generale di k ed n qualunque,
ma noi siamo interessati all’approssimazione P1, e ci accontenteremo di calcolarlo per k=0 e k=1.

Per k=0 si ha solo il termine per PO’O(Q):I (coniugato di se stesso). Consideriamo le tre

componenti del vettore Q.

P —-P .P_+P

1
2 V2

Pio|-1- Py (Q )d 2=

8m,—l _Sm,l . 8m,—l +6m,1 S

1
\/E \/5 m,0

Inseriamolo nella sommatoria ed otteniamo immediatamente:

© 2041 4
zfzrn : nﬂ,,l
0 —/

8%,1

8m,—l _Sm,l . 8m,—l +6m,1 5

1
\/5 \/5 m,0

V(X E )=

5 _Sm,l . 8m,—l + 8m,l

Ve +Zl m 3 47[ ol 1 8mO flm(i’E"t):
4 3 V2 V2 o
fio—fy L fio+1 _
V|-t Lol Lo l=veli, T, 1 |=V.JEXE,t
\/5 \/5 1,0 X y z ( )

In definitiva, I’equazione del trasporto per k=0 diviene

F% + Z(E)}CD(E, E,t)+ V. J(X,E,t)=Sg,(X.E,t)+ jzs,o (E'= E) ®(x,E',t) dE!' (VII-5)
\'%

Analizziamo ora il caso k=1. Ora abbiamo 3 diverse armoniche sferiche da considerare:

rispettivamente PU(Q ), PL_I(Q) e PI,O(Q ). Moltiplicando ambo i membri della (VII-1) per

ognuna di esse ed integrando si ottengono tre equazioni. Scriviamole in forma compatta:

Pll(g)
> & 20+1 : _
Z ¢ Z m ICC Pl,fl(g) Q P/.,m(Q )d, Q. Vf&m(x,E,t)+
| P@)
10 f1,1 S1,1 f1,1
{_E*Z(E)} 1= St + [ 2 B E) I (K EL)- B (VILY)
A\ > ’ > 5
f1,0 S1,0 f1,0
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Anche qui la difficolta ¢ tutta nell’integrale a primo membro. Calcoliamolo dapprima per

P —Pp ; P +P

Pol:
> \/5 1,0

¢/ =m=0, ponendo come al solito Q= H

ICC P1 1 HE SRR L P +P P,

47 2 \/5

La0t
3

ST
o &85l

Lasciamo come esercizio (D4 FARE) dimostrare che per /=1 I’integrale ¢ nullo. Per tutti gli m.

Calcoliamo dunque la sommatoria, che tenendo appunto ¢ =m = 0si riduce ad un unico termine:

_q ; . -0y +1i0,
V2 V2| e, L2
)| 1 i _ 1 x T10y _
== — 0.|0,f)o(X,E,t —— |t (X, E,t
3 \/5 \/5 ay 0,0( ) \/5 0,0( )
z
0 0 1 0,
e I’equazione (VII-7) diventa:
-0y +i0,
1 \—/?ié 16 f1 S 11
—| 22— f00+{——+2(E)} fir | =|Sio [+[ZaE>E)|f |dE
3 T2 | Va ’ ’ ’ ’
f1o Si0 flo
aZ

Questo ¢ un sistema di 3 equazioni: chiamiamole a, b e c. Facciamone delle combinazioni lineari,

ottenendo un nuovo sistema:

c
|
o

=

o
+
on

\S}

i
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Ricordando come si compongono i momenti di f per formare le componenti della corrente

troviamo:

Sl 1 Sl,l

2

0 J
1 10 i S +Si | ’ '

SI,O

ovvero, se indichiamo con S; il vettore definito dal primo termine del secondo membro, possiamo

scrivere:

%v (X, E,t)+ F§+ Z(E)} J(X,E,t)=S,(X,E,t)+ jzs,l (E'= E)J(x,E',t) dE'
\'%

Riferendoci al caso di sorgente isotropa (quindi S;=0, ed S(K,E,Q,t):SO’O(i,E,t)/ 4m)

possiamo cosi scrivere un sistema di due equazioni per i due momenti del flusso:

: (’(jt +2(E) (B, )+ V- J(XE. 1) = S(X. B, t)+ jzs,o(E'% E)®(X,E',t) dE' (VII-11)
\'% |
. —st +2(E) J(iE,t)% V O(x,E,t)= j 2 (E'> E)J(X,E',t)dE' (VII-12)
\'% i

VII.4 Significato dei momenti di scattering

Vogliamo ora capire meglio cosa rappresentino i due momenti della funzione di scattering.
Rivediamone la definizione, esplicitando la funzione come prodotto tra la sezione d’urto e la

probabilita di transizione:

+1
DN (E'> E)=%,(E, (E'> E) = 2, (E')2nJ-H(E'—> E, 1o )P, (1o Jdg
-l

Ci0 che serve ¢ una definizione di I1 ((E'—> E, p). Ricordiamo intanto che, per ogni valore di A,

esiste una relazione biunivoca tra I’angolo di scattering e la perdita di energia. In particolare,

sappiamo che il coseno dell’angolo di scattering nel sistema del laboratorio i, € il rapporto tra
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I’energia dopo 1’urto e 1’energia prima dell’urto sono legati all’angolo di scattering nel sistema

del baricentro, che chiameremo p, dalle relazioni seguenti:

B Apc +1
Ho = >
JA? +2Ap0y +1

E A’ +2Apc +1
E (A+1)

Possiamo eliminare p. tra queste due equazioni, ottenendo cosi una relazione tra p, ed il

_\/EAH_ E A-1
Ve T2 VE 2

Capiamo meglio questa espressione: essa afferma che, note 1’energia E’ prima dell’urto e

rapporto tra le energie:

I’energia E dopo 1’urto il coseno dell’angolo di deflessione NON PUO CHE essere stato quello

dato da questa espressione. Possiamo pertanto riscrivere la probabilita di transizione come:

T(E'> E, g ) =TI E'—>E,\/EA+1—\/EA_1
E 2 VE 2

Ricordando che la densita di probabilita per quanto attiene all’energia ¢ data semplicemente da

;' aE'<E<E'
T(E'— E)= (1-a)E
0 altrimenti

Possiamo riscrivere il kernel come segue:

L g, - \/EA”—JEA_I GE'<E<E'
21(1 - oL )E' E' 2 E 2

0 altrimenti

I(E'— E,ug ) =
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Ora ¢ facile calcolare 1 momenti del kernel: momento di ordine O

L uE<E<E |
M, (B E)=| 1~ @E - W[U(E —E)-UE-E)]
0 altrimenti -

(Uintegrale su p, della funzione delta da 1, come noto).
Ovvero, vista come funzione di E’:

)

Momento di ordine 1:

L gy [BAH JEA-L GE'<E <E'
' (1-a)E' E' 2 E 2
1, (E'= E.pto) juo

dug =

0

altrimenti

ovvero, come funzione di E’:

A o)

(0

Inseriamo queste espressioni nelle (VII-11,12), ottenendo quindi (ricordiamo che in realta il

limite superiore di integrazione pud venire limitato ulteriormente dai valori di energia di
sorgente):

~—+2(E) |®(X,E,t)+ V+ J(X,E, t)=S(X,E, t)+ | Z,(E") ®(X,E', t) dE (VII-21)
L v ot ] (1-a)E'

el
T ="y

~—+3(E) J(i,E,t)Jr%V (X, E,t)=

JEE (\/7A+1 \/E j dE! R
E' E

Il
[TJ"—:Q‘H
es!

M
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Nel seguito faremo riferimento al caso stazionario, che si scrive:

dE'

V.J(X,E)=S(X,E)+ jE > (E')O(X,E') -—3(E)®(X,E) (VII-21)

1E
%V(I)(X,E): [ = (\/; At \E J dE = ~2(E) J(X.E) (VIL-22)
E

VIL.S Equazioni in termini di letargia, caso stazionario

Ricordiamo brevemente che la letargia u ¢ legata all’energia E dalla relazione seguente, che

presuppone un’energia di riferimento E:

E=Eye™" ovvero u= lnE£ (VII-31)
0

Questa relazione ¢ biunivoca, come mostrato anche dalla figura seguente; da ricordare anche il
fatto che la letargia CRESCE quando 1’energia DIMINUISCE, e viceversa. Facciamo la seguente

osservazione: si abbia una qualunque funzione dell’energia, diciamo f(E) Possiamo

riesprimerla in funzione della letargia:

Se vogliamo integrare questa funzione tra E; ed E, possiamo pensare di fare un cambio di

variabile ed integrare tra i corrispondenti valori di letargia.

j (E)E = If —du = If |(- E)du = Tf(u)E(u)du

1

Se peraltro consideriamo I’intervallo (E, E+dE) intorno al valore E, vediamo che ad esso
corrisponde Iintervallo (u—du, u) intorno al valore u corrispondente ad E. Se facciamo un
“integrale” di una funzione f(E) sull’intervallo (E, E +dE), esso dovra essere uguale al simile

“integrale” della funzione g(u)=f(E[u]) sul corrispondente intervallo (u—du, u), quindi:

- g(u)du = f(E)dE
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Possiamo vedere la cosa anche da un punto di vista pit matematico: sappiamo che abbiamo a che
fare con funzioni che sono (o che contengono) densita di probabilita: consideriamo dunque una
densita di probabilita f (E) ed una corrispondente g(u). Prendiamo le corrispondenti funzioni di
ripartizione (le cumulate), diciamole F(E) e G(u) ora, ¢ chiaro che la prima corrisponde alla
probabilita che 1’energia sia inferiore o uguale ad E, la seconda che la letargia sia inferiore o
uguale ad u. Evidentemente sono due quantita del tutto diverse, datosi che la prima ¢ I’integrale
sulle energie esteso tra 0 ed E (che corrispondono alle letargie “o0” ed u rispettivamente), 1’altra

I’integrale sulle letargie esteso da 0 ad u (che invece corrispondono alle energie E, ed E). ¢

chiaro che un’uguaglianza si puo scrivere solo come segue:

G(u)= Tg(u')du' = Eff(E')dE' =1- Tf(E')dE' =1-F(E)

Per passare alle densita occorre fare, come sappiamo, la derivata: dunque abbiamo

ofu)= S0 gy FE) FENE ) g ()

(naturalmente, E qui va pensato come funzione di u, oppure u come funzione di E, secondo la
direzione della trasformazione).

Riscriviamo quindi le (VII-21,22) in termini di letargia, ponendo come al solito

F(i,u,t)z Z(u)CD(X,u,t)
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e moltiplicando ambo 1 membri delle due equazioni per E: dopo qualche passaggio troviamo le

equazioni cercate:

Z(w) F(X,u)e" ™ du'-F(X,u) (VII-31)

1 Z(H')

u'-u

VF(X,U)_ 1 , _ ﬂ u'—u_A_l 5 . B -
=) —(l_a)u_{nlzs(u)J(x,u)( e 5 je du-Z(u)I(x,u)  (VI-32)

VIIL.6 Approssimazione “tipo diffusione”

Vogliamo ora trovare una soluzione approssimata, in maniera in qualche modo simile a quanto
fatto per ricavare ’approssimazione di diffusione. Poniamoci quindi in ipotesi analoghe:
assorbimento piccolo, niente discontinuita e via dicendo. Anche questa volta tentiamo uno
sviluppo in serie dell’integrando, troncando al termine di ordine uno.

Facciamo dunque lo sviluppo:

poiché 1’assorbimento, come detto, sara molto piccolo, volendo trascurare i termini di ordine

superiore al primo rimaniamo con

L’integrale diviene quindi (circa) la somma di tre integrali entro cui non compare piu la funzione

incognita F(X, u') :

u , u
! ZS(u') F(X,u')e" ™ du'= F(X,u) ! .[ e ™ du'+

(u'—u)e" ™" du'—F(X,u) 1 1 j | Z;‘(ﬁl")) e ™ du'

u-In—- u—Inl
o

Si vede facilmente che il primo integrale vale 1. Il secondo vale -§ (compito per casa: mostrare

questo risultato).
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Per il terzo faremo un’ulteriore approssimazione:

L R W) g <za(u> > 5, 0)

Troviamo cosi una prima equazione:

v. J(i,u)zS(i,u)—&aFgl’u)—Za(u) F(z.u)

La seconda equazione ¢ piu difficile da risolvere: intanto non vi ¢ modo di far comparire il
rapporto della sezione d’urto di assorbimento a quella totale (che era << 1); poi vi ¢ I’espressione
dell’energia dovuta alla probabilita di scattering. Faremo quindi un’approssimazione ancora piu

drastica: manteniamo solo il termine di ordine zero, cio¢ poniamo nell’integrale:
2 (1) I(X,u')= = (u) J(X,u)

Osserviamo che la qualita di queste approssimazioni dipende dall’ampiezza dell’intervallo di
integrazione, che a sua volta dipende da a, quindi da A. Maggiore ¢ la massa degli atomi (cio¢
A), piu vicino ad 1 ¢ a, e migliore ¢ 1’approssimazione.

Osserviamo che I’integrale che rimane contiene solo funzioni note, e una volta calcolato si trova

valere 2/3A (altro esercizio da fare a casa). Quindi troviamo:

—V;;(Zl’;l ). %Azs(u) (% u)-2(u) I(%u) = 2(0) - (ue)=, ()] I(x.u)

Ricordando 1’espressione per D(u), vale a dire:

troviamo infine:

Possiamo ora utilizzare questa relazione (molto simile alla legge di Fick) per eliminare J dalla

prima equazione.
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A tale scopo, facciamo la divergenza di ambo 1 membri:

Dividiamo tutto per D/Z e moltiplichiamo per &, poi cambiamo di segno e riordiniamo:

1 GEF(X,u) . 2, (u)

V2 EF(X,u)+ az(u)S(iu)= D(u) ou D(u)

D(u) aF(i’ u)

introduciamo 1’eta:

e notiamo che, come al solito,

S(.ulu=SE okt = SE1)=2Ws(x u)

Notiamo anche che:
1) Come ricordiamo, &F(X,u)=E&X(u)P(X,u)=q(X,u)

2) la suddetta quantita q(i,u) rappresenta 1 neutroni che superano il traguardo di letargia t;

NON ¢ una funzione che moltiplicata per dt mi da la quantitd di qualcosa che si trova
in (r,r + dr). Non ¢ cio¢ una funzione analoga ad una densita di probabilita, bensi analoga ad

una probabilita cumulativa. Vale a dire che q(i,r[u] )=q(X,u)

Quindi troviamo:

v gl r)- 22 g, o) s(x )= 25D

D(t) ot

vale a dire I’equazione dell’eta di Fermi nella forma completa.
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Aggiungiamo un’ultima osservazione sulla “legge di Fick” generalizzata appena trovata.
Riprendiamo [’espressione vista er la relazione tra densita di rallentamento e densita totale di

collisioni:
EF(%,u)=q(X,u)  owvero F(i,u):éq(i,u)
per cui I’espressione della “legge di Fick generalizzata™ puo riscriversi come
D(u)

I(50) = V() - ;(&))Vq(i,u)

passando alla variabile eta, e ricordando che la corrente ¢ per unita di letargia, ovvero di eta::

JE1)= (EJIJ(@I) _ (MJ } [_ ?Z((‘L)) Vq(i,u)} _vq(%.u)

du £x(u)

e poiché invece la densita di rallentamento ¢ “a traguardo”, cio€¢ NON ¢ per unita di letargia o di

eti e quindi q(X,7)=q(X,u) troviamo infine

J(i, r) = Vq(i, r)
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VIIL. IL PROBLEMA DIPENDENTE DAL TEMPO

VIII. 1 L’equazione dei telegrafisti

Riprendiamo in esame [’equazione integro-differenziale del trasporto per i neutroni, che
nell’ipotesi di mezzo omogeneo e isotropo, e di simmetria azimutale dello scattering si scrive,

come gia sappiamo:

F§+ Q.V+ Z(E)}f(i,E,Q,t)z j > (E'— E,Q.Q)f(X,E', Q' t)dE'd, Q'+ S(X,E, Q. t)
\'%

Prenderemo in considerazione una geometria semplice, gia vista nella prima approssimazione P,

cio¢ la simmetria piana, in cui le diverse quantita sono funzione solo di z, ed ¢ sufficiente

precisare la direzione rispetto all’asse z, vale a dire il coseno p=Q.z. Inoltre, considereremo
solo il caso monoenergetico. Infine ammetteremo 1’approssimazione P;, vale a dire che

trascureremo 1 momenti del flusso angolare di ordine superiore ad 1. In queste condizioni tutte le

funzioni si semplificano, ed in particolare:

f(i,E,Q,t) - f(Z, u,t)

S(X,E,2,t) — S(zu,t)

Possiamo, come gia visto piu volte, sviluppare la funzione di scattering in polinomi di Legendre,

cosicché:

[2,(E'> E,2.0Q)f(z,E', Q') dE'd, Q' —

20+1
ZKTZS,E P, (1) .[Pf (W)F(z,0',t) dp

Riscriviamo quindi I’equazione del trasporto per questo caso particolare:

10 0 20+1 Nl ot )
{;a+ uaﬂ}f(z, 1 t)= 3, =2 Pal) [Pz, ) dp'+ (2, )

Vogliamo ora prendere i due primi momenti di questa equazione, vale a dire vogliamo
moltiplicare ambo 1 membri per 1 e integrare, poi ripetere moltiplicando pero per .

1) moltiplichiamo ambo i membri per 2m, vale a dire per 2nPO(u), ed integriamo

sull’intervallo [— 1, + 1] :
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1o +1 0 +1 +1
{;aJr Z} 2n :[If(z, U, t)du +§ 2n :fluf(z, L, t)du =27 ;flS(z, U, t)du +

201 ¥
2 2+ Ly IPE(M)PO(M)dHX2ang(M')f(Z,M',t)dp'
-1

eseguendo gli integrali si trova subito:

[%%Jr 2‘} ®(z, t)+%J(Z, t)-S(zt)=

20+1 2
2z 5 Zs,é 2€+18€’0><275.[P€(u')f(z,u',t)du'=ZS®(z,t)

2) moltiplichiamo ambo 1 membri per 2mu, vale a dire per 2nP1(p), ed integriamo

sull’intervallo [— 1, + 1] :

10 W o T
[;a‘i‘ Z} 27'[;'.1“ f(Z, u,t)du +§ 2751[1“ f(Za M, t)dH - 27’[:[1,‘1 S(Z’ M’t)du =

21
=2 > Dy J-Pé ()P ()dp x 27 .[Pg (W) (z ', t)du!
-1

ora, ricordando la relazione:

2 _ 2Py () +Py(w)

H 3

vediamo che il secondo integrale a primo membro porge:

+1

+1
1
27 [ £z, O)du =27 [ [2 25 (1) + o ()] (2. 0, t)dp =
0 —1

CD(Z, t)
3

Considerando, come al solito, solo sorgenti isotrope troviamo infine:

10 10
[§5+ 2} J(Z,t)+§§ D(z,t) =2, J(z 1)

Conviene riscrivere le due equazioni riordinando un po’ e ricordando il significato del primo

momento della funzione di scattering:
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iJ(z,t) = —lgCD(z,t)—Za ®(z,t)+S(zt) (VIII-11)
0z v Ot

d 30 1

= D(z,t)= —;EJ(Z, t)— BJ(Z, t) (VIII-12)

I limiti di questa approssimazione sono (a parte la geometria, che ¢ una limitazione ma non
un’approssimazione) sostanzialmente quelli dell’equazione di diffusione e via dicendo: debole
anisotropia del flusso, talché si possano trascurare tutti i momenti di ordine superiore al primo.
Inoltre (e questo ¢ MOLTO importante per un trasportista) la velocita dei neutroni € unica, quindi
una perturbazione si muove con questa stessa velocita, donde una velocita di propagazione finita.
Proviamo ora a derivare una singola equazione combinando le (VIII-11,12), per il caso senza
sorgente.

Deriviamo pertanto ambo 1 membri della prima rispetto a t, ed ambo 1 membri della seconda

rispetto a z:

i](z,t):—lidb(z,t)—f, icp(z,t) (VIII-21)

0zot v ot? 2 ot

Di D(z,t) = _3D &° J(z,t)—ﬁJ(z,t) (VIII-22)
072 v 0zot 0z

Ora sostituiamo la (VIII-22) e la (VIII-11) nella (VIII-21) cosi da eliminare J(z,t) e le sue

derivate:
Riordinando un po’ troviamo infine:
16 3D &7
D—— ®(z,t)-2,®(zt)=(1+3DZ, )——(z,t)+ ——D(z,t)

oz° v ot v? ot
Questa equazione ¢ nota come “Equazione dei telegrafisti”. Rispetto all’equazione di diffusione
vediamo che vi ¢ una correzione nel termine di derivata prima temporale (correzione che perd
sparisce nel caso senza assorbimento), ma soprattutto vi ¢ il termine di derivata seconda rispetto
al tempo che modifica in maniera fondamentale 1’equazione: infatti diviene un’equazione del tipo
delle onde (equazione iperbolica) e non piu di tipo, appunto, diffusivo (equazione parabolica).

Questo introduce una propagazione a velocita finita di una qualunque perturbazione.
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